


I.

La fonction exponentielle

Calculs

v Somme, produit, différence et guotient

Fxercice 1.

Solution

o

A=¢"+Te® —38e° —9e™® = —92¢° —9%5 = -—2(65 + 6*5) .

2
7€ % (3¢®) 768 x 0¢° _ 79 =
2l | 21e o ¢ e kel =1l

(2¢° +e‘3) = 4(63)2 +4e’ xe™ + (6‘3)2 =|4e® +4+e°].

J&) =V =[],

Il

B
c
D

FEzercice 2.
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Solution

A={(e— 3:35)2 = (62)2 —6e’ x &° —I—Q(e‘ﬁ)2 = |e* —6e” 1 9¢%].

B:(GZ:I:+e—2:r:)2_~(e2:r~_e—-2a:)2:ve4z+e—4z‘+2___(e4z+e-4':___2')_:!.

FEzercice 8.

Soluiion '

La suite (e" )%N est une suite géométrique de raison e.

A=e%® 4% £ | 4 08 (1 +e.. —}—625) . Comme ¢ = 1,o0n
1— ezé eldé P ' ) '

l1—e 1—e

34

Ezercice 4.

é’of’ution

’ :1—e~a: _ 4<1~€;): e —~1 ‘ e"%O_
1+e* “(1+e”) |eo+1

Pour tout z appartenant a R

v Résoudre une éguation

FExzercice 5.

Solution
° e"—e":O@eI:e'zﬁw*_—ez@.
o e® et e sont strictement positifs d’ot e 4e”* >0 donc

I'équation e +e” =0 n'a pas de solution.

Fzercice 6.

Solution
On ‘pose X =e°. L’équation  devient X2 —(1+e) X +e=0.
A2(1+6)2-46:1~—26+62=(1—6)2. VA =e—1care>1.
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1+e+e—1:2_e_:e>o‘
2 2

l+e—(e—1) I14+e—e+1 2.

ng \¢ ° — “

2 2 2

e —(1+e)e” +te=0« (¢ -—eouez_l)«{:}L*lou:z—j

X, =

Ezxercice 7.

 Solution

(=9 e m()=hE)o
donc z =1.60944 4 107° pres par excés.

° (7f—3e” :—-865)@(56” =-T&¢€ =——£}.
Cette équation n’a pas de solution car pour tout réel zon a e >0,

(26" +19 = 5e7) & {1’:‘1‘(;?) . (1—79)) @ 5= 1n[179] A

7 =0.99853 & 10~° PIrés par exces.

/

FExercice 8.

Solution - | S
(Z:;l = 2J & (3¢ —1=2(9+¢")) & (¢ = 10) |

dQ_I}C T=209444 & 107" pres par défaut.

° On pose X = ¢” l'équation e +1 & =37 ~s'écrit alors
' o 5e" 42 2 —64
3X+1  X-37

5X4+2 92X -—64




170 L’analyse

... . . A 2
L’ensemble de définition de cette derniére équation est R — {———,32}.

[gjf( i; - 2)}{(:?;;1] & ((8X +1)(2 - 64) = (5X +2)(X —27))

+ (6X° —190X — 64 = 5X* —183X — ) & (X' —7X +10=0)
< (X -2)(x— 5)=0)& (X=20u X =5),

2 et 5 sont dzins l’ensemblg de définition R-—{~—§-;32} do.nc 2 et 5

3X+1  X-37

5X+2 2X-064
z 1 :E__

[::m :2 = 26(3” ——361]@} (" =20ue® =5)e 132 In(2) ou ¢ ;ln(ﬂ.

z=0.6931 & 107

sont solutions de . Comme X =¢€® ona:

prés par défaut ou z=1.6094 a 107" prés par

défaut.

Ezercice 9.

gaguﬁan L L

° '(e"”——5=19)@(e"=24)¢)(e”:i]€) $=1n{~—1—]
. 24 24

et £ =—8.1780 & 10™ prés par excs.

2" —5 3¢ 42

o —

3 = 5 & (-5 (27 — 5)=3 (3™ + 2))

(10e™ —25 =9¢™ 4 6) « (= = 31) & (—z = In(31))

z=-In(31)| et  =-3.4339 4 10~ pres par excés.

FExercice 10.

Solution

(7 =5) & (m(ezf*l) =In (5)) & (22 —1=In(5))
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&l = lj—%@ - £=1.3047 a 107 pres par défaut.
o (3™ +19 = 5e) o {e“" = ?J &7 -3z = In[IQQ}

& 2—31— 7 — In[lj] donc z =1.5829 3 10™¢ prés par défaut.

FExercice 11.

Solution

On pose X = ¢° . L'%8quation s'écrit alors X2 +3X —5=0 (1)

Le discriminant est : A =g +20 =29 Les solutions de l'equatlon (1)

=3+ 0 et X _—3—«/“.

2 P2,
doit conserver que les solutlons stnctement positives. On résout donc
:_—3+~29 = © | (=3t

5 ce-‘qui donne |z = In ~—-2~——- et z=0.176 & '1'0“3‘

sont donc X1 Comme X > O o1 ne

prés par défaut.

FEzxercice 12, %

Solution

On pose X =e**2  Jone X >0. L'quation €3I+2+—é§5=8+1
e
e e .
séerit : X 4+ — =14¢. (X—f——:l—f—e}{:} X* - l1+e)X +e=0).
< < (X =1+ ).

A=(+ef ~de=(1—e? >0. X1=1+e;ﬂ=1+?.;e*1=e.

x,=1te=vA lde—et1_ 1.
' 2 2
Ces deux solutions sont strictement positives donc

, (A :
(63”2 N +'1J &> (63”2 =¢ ou & — 1) .
e



172 L ‘analyse

[63:+2 + 35+2 =6+1}¢>(3$+2=10u 3$+2:O)
e .

1 T2
(63”2—}--?%:6—!—1]@ a:r:———l— ouxzw—--J.
e :

3
ks

Solution
(" +6e =5) (e* (e? —I— 6e™*) = 5¢”) < (€% — Be” +6 = 0).
'Sion pose X = e” cette derniére équati(;n s'écrit

(X*=5X +6=0)& (X -2)(X~8)=0) < (X =2 ou X = 3).
Ces deux solutions étant strictement positives. On a :

(e + 66 =5) < (¢ ——20ue = 3) Ga:*ln(fl )| ou |z = ln(ﬂ)

Ezercice 14. %%

Solution

On pose X = €* donc l‘equatlon (1) s'écrit X2 +4mX -2m+2=0 (2)
= (4m) —4(2— 2m)~8(2m —i—m-—l) = 8(m +1)(2m—~1)
Etude du signe de A.

m -1

A est un trinéme du —o0 +o0

1
2
second degré possédant A + 0 - 0

deux racines réelles —1 et
3 donc il est positif (du signe de 16) a P’extérieur des racines et négatif

a lintérieur des racines. Attention : comme X — e” les solutions

négatives de (2) ne donnent pas des solutions de (1).

o Sime

PP
2

alors A est strictement négatif donc (2) n'a pas de
solution réelle et 'équation (1) n'a pas de solution.

e On pose Ez]-—oo;——l[U si mEIE alors A>0 et

Lt oo
2!

l'équation (2) posséde deux solutions réelles distinctes X, et X,.
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Ona XX =2-9m, (produit des racines) et X + X, =—4m (somme
des racines). - |

—  Si le produit des 'racines Cest yé‘gi'—ll;t:a—glent négatif, c'est-a-dire s;j
m>1 (2~—2m<0) il y a une solution de (2) qui est strictement
positive l'autre étant strictement negatlve done il y a une seule solutlon
de (1). | o -
—  Sile produit des racines ‘est stmcfement positif (m <.I) alors l.es
deux racines ont le méme S1gne celui de leur somme (=4m). Donec si
m <0 et m € E clest-a-dire sime ]—~oo - 1[ alors l'equatlon (2) admet
deux solutlons strictement p081tlves et l’equatlon (1) possede deux

solutions.
— Si mEE—'l[ alors les deux racines de I'équation (2) sont

strictement négatives (leur produit est strictement positif et leur ‘somme

est strictement négative) donc (1) ne possede pas de solution.

® Etude du nombre de solutlons pour m = ~1 m ;—;- et m ’.1,.'

— Sim=_1 alors A=0 dOﬂC (2) admet une racine dOUble (h2iJ
’ 2a).

cest—a—dlre —2m = 2 et donc quuatlon (1) possede ‘une seule solutlon
— Sim —% alors A =0. La racine double vaut —2m = —1 et donc

(1) n'a pas de solution.
— Sim=1 alors A>0 et on a XX, =0 et X +X,=—4 donc
X, =0 et X, =—4. (1) ne possede pas de solution. En résumé -
— i me }-oo — 1{ alors l'équation e** +4dme” - 2m4+2=0 posséde
deux solutions. ’
— Sime }——1 ;IJ alors l'équation e2* +4me® —2m + 2 =0 ne posséde
pas de solution. ,
— Sime Jl i+ oo[ alors l'équation e +4dme” —2m 4+ 2 =0 posséde
une solution. ‘
— S m=—1 alors l'équation e* + 4me* _ 2m +2=0 posseéde une

solution.



174 L’analyse

Exercice 15. *%

Solution . S ‘ -

1. On reprend le résumé de l'exercice précéden‘c
o Si meg } ShE 1[ alors l'équation X* + 4mX —2m +2=0 possede

deux solutions st:_c_ictement positives : A =8 (m +1)(2m — 1)

X=——2m——\'/2(m—i—1)(2m—41) et X=—2m+J2(m+1)(2m 1).

Donc les solu‘tlons de (1) si me ]—-00°— 1{ sont

z, =In (——2m‘—»\/2(m + 1) (2m — 1))

=In(-2m+ 2(m+ 1) (2m — 1)

e Si me ]—1;1] alors 'équation €’ + 4me® — 2m + 2 =0 ne posséde
pas de solution. ,

e Si me ] 1+ oo[ alors l'équation €** 4+ 4me® —2m +2 =0 posséde
une solution. m | 4
L¢quation X? 4 4mX — 2m+2 =0 posséde deux solutions

X, ==2m—2(m+1)(2m—1) et X, =—2m+ 2(m+1)2m—-1)

Ona : X <0 et X,>0 doncsi me }1;-{— oo| l'équation (1) possede

une solution |z, =In (—2m +2(m+1)(2m — 1)) ,

e Si m=~1 alors l'équation (2) posséde une racine double qui est
L —4 ) | o o
positive : X = ——é—ni =-2m =2 donc l'équation (1) posséde une

solution : e* =2 & .
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2. On pose X =¢° 'équation e* —8e” + 6 =0 s'écrit :
| X T8X +6= 0.
T 2J‘

25 et

8“2\/1_—-4 fﬁ et X—

=4 410
2
Ces deux solutions sont strictement pos1t1ves'donc :

(62:5-—-86$+6=O>¢>(62:4—-_\/—1_00116I=4+\/E). -
‘(622 ;'Se”+6=0)<:>($=1r;(4—«/15) ou x=ln(4+ﬁ6)

3. Sim=-2 alors I'¢quation (1) s'écrit € —8e* —2=0.

Xl__—:

e

D'aprés la question 1 comme m € J—— 00— 1{ on a :

ln( 2m — \/2(m+1)(2m-——1))= In(4-;«/1~5).
J10

- 1n(—2m +2m+ D) @m 1) =[lnfe +

v Résoudre une inéquation

Fzxercice 16.

Solution
1. Pour tout réel z, on a : —e2 _ l<e®—1<e®+1 et comme
: : : 2z
-1

e +1>0, en divisant par e** +1 ,ona : —1<%;—-—~—<1

e +1

) eQz . 1

2. Pour tout réel z, on pose [ = —;;:I f est dérivable sur R

2622: (621: + 1)___ 2622 (621 _1)

( e2e + 1)2

et, pour tout réel z,0ona : f (z) =

2z

fllz) = ¢ >>0. f est continue et strictement croissante sur R,
(e* +1)
im f(z)=—-1 et lim f@ =1 done, d’aprés un corollaire du

théoréme des valeurs intermédiaires, pour tout réel o de Iintervalle
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}-—1 ; 1[ , ’équation f(z) = a posséde une unique solution réelle.

Ezercice 17.

Solution
) >V ew ) > e o 225 3 +1e2°~32-1>0.

On résout z2 —3$_~—1=O.»A=»9+4='13 donc il y a deux racines

= 3_._7_ V13 et z, = 3 +2J1—3' et le polynéme $2 —3z—-1 est

strictement positif & l'extérieur dés racines done :
o ka1 ) RS
72
L’ensemble des solutions de I’mequatlon est donc :

",5"=_.‘3 2\/-{ }3%—2\/_'_*_00

)>(e”)3e¢>m€ -

,' E@ercicev 1189.

Solutio*r_a )
(e(zz)‘e‘ < 6,6) <= (e(zzﬂ) < es) = ($2 +z< 6)\@ (:1:2 +r—6< O)
Onresouta: +z—-6=0. A—1+24~—25 donca:—2 et 7, =-3,

Le polynéme z° + £ —6 est strictement nega‘tlf a l'intérieur des racines

done (e( Jer <o )@(mé}——BﬂD.

L’ensemble des solutions de 'inéquation est donc : |§ = ]—4—3;2{

FEzercice 19.*

Solution
Cette inéquation est définie pour = tel que e — 2= 0 clest-a-dire s
2X -1 X

———

X-2 "X+1°

z =1n(2). On pose X = ¢* linéquation s'écrit alors
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(2X—1 X] {QX-I X } {X2+3X 1 )
< = 0] <0

X—-2 X+1

< ———————
X-2 X+1 (X =2)(X +1)
Les racines du ..polynéme X2 +3X ~—1 sont, X = =3 —2@ et
Xz‘zi_%-—@ . On a 'X1<O et X,>0. Cdmme_ X =¢e">0, on ne
conserve que la solution positive. -
S ’-‘3’;*@ 2 +00
X?-3X—1 - 0 +- +
X—2 - — 0 +
X+1 + + +
X?—3X -1 + 0 - +
(X~2)(X+1),
32 . . _
¢ |2 =8X 1‘<Oet)f[>0<(i>4.Xe 3+‘ﬁ§,2
(X -2)(X +1) - SR

Et donc (26 ~1< c ]@{me ln( 3+\/—] In(Q)U
o lef =2 et ‘

Finalement, I’ensemble des solutions de I’inéquat__ion est :

1‘[ 3+«/“]

§ =

In (2)! .

. Fzercice 20,

Sofutian
a 5 \2
: o e g2

1. a est différent de & donc 5Ty >0.

¢ e
En développant le membre de gauche, on obtient :—e—+—Z~T> 0
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a b
e +e
solit 2 > donc

2 a b a+b
€ e +e
S s e
2

2. Dans un repére orthonormé. (O,Tf,?’), on trace le graphe. de la
fonction exponentielle puis on place les points A(a,e“) et B (b,e”).

On peut remarquer que la corde [AB] est, sur [a;b} , au dessus de la

représentation graphique de la fonction exponentielle.
a+b e +¢
3

Le milieu K de {A;BJ dont les coordonnées sont { 5

} est au

a b a+b

.a+b
G+b’e—2—-] donc i-§~_6__> e 2

dessus du point M {

a (atby2 © b

Représentation graphique de la fonction exponentielle. »

v Résoudre un systéme d'équations

- Ezercice 21.

Solution
y=z __
€ € e =e y—1 =1 y=1x+1 T=-2
2z f== . >
e _1 e = ¢t 20—y =-3 T=-—2 y=-1
e’ et
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Fzercice 22,

Solution _
On pose X =e* 6t Y =¢. Opn résout le systéme :
X =Y = —¢
(%) X+Y =5¢"
En additionnant on obtient 2X — 4e donc X =2 et en retranchant
~ on obtient 2V = e donc Y = 3e.
Comme nous n’avons pas raisonné par équiva,lence, il faut vérifier que
(28,36) est solution de ($). On a : 2 — 3¢ = —¢ et 2e 4+ 3e = 5e .
X = 2¢
e Y — 3.

Comme ces deux solutions sont strictement. positives, on a -

2z+1 _ ey 2z41

==e [=2 (22 41=1In(2) [22+1=1+1n(2)
= = <~
e fef =be  |ef =3e. y = In(3e) y=1+1In(3)

e

622-1-1 ___ey =—¢ = h‘l (2) v

Finaiement voil ] = 2 .
€ +e =be y=1+In(3)

Fzercice 23.

Solution _
On pose X =¥ ot ¥V = 3 On résout le systéme : .

X+Y=5 [(X=be_y (X =5c-Y [X=3c41
20X —3Y =57 12(5e-¥)-3Y =5 T |y o1 & Y =% -1

Comme ces deux solutions sont strictement positives, on a :
2z-1

el ¢ 5, S |

< .
2% _ 3%V — 5 etV =92 —1
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e 4 &%V =5e 2z —1=1In(3e +1) z = }Z-In(3e +1) +%
221 _ g%V = 5 3-—y=1n(26—1)- "

y=3-In(2e—-1)

Ezercice 24

Solution ‘
e” xe! =5 e =5 z+y = 1n(5) .
1 < 1 & 1 . Les solutions de ce dernier

T X = - Iy = — Ty = —
RN A Y=o

systéme sont les solutions de l'équation de se‘cond degré
) 1 v
'Xz—‘Xln'(5)+-é-zO.

A =1n®(5)—2. Ce discriminant étant strictement positif (A = 0.59),

ona : X _In(5)— In* (5) = 2 t X _In(5) +yl’(5)~2
. - 2 € - 2 )

1 2
z

. S S AU o jefxe’ =5
Si on désigne par S l'ensemble solution du systéme

S CEANEED)|

v Encadrement de e

1-,0na
TXY =—
v 2

Fxercice 25.

Solution

2
1. On a g’(x)z——%-e_” et B @ =xz(1—z)e”. Sur [0;1], g est
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strictement décroissante et 7 est strictement -croissante. Comme

9(0)=h(0)=1, pour tout x appartenant a }0 1} on a et

h{x)>1].

2. Comme 57(1):2.5><E et-h(l)=3><l ona : [25<e<3|.
' . e e

Remarque : on montre plus généralement que si n>2 alors
11 1 11 101 ’
l+—+—+ +—<e<1+ +—~+ =t —.
11 2! 1t 21 n!  nl
C - 1 1 1 1.
Ce qui s'écrit encore : 0<e—|1 + Tt =< —
‘ 1 20 nl) nl
~ Application : pour n =10 on obtlent :
1 1 1 9864101 P
I+ —+—4 .  +——=—"—"""" ~ 27182818011
1t 21 100 3628800

1
10! 3628800

II. Limites.

v Limites du ’c‘_aurs‘

<107 donc |e = 2.718281] 4 107 prés par défaut.

Exercice 26.

Solution

S = | ,

o lim — = +o00|. Clest une limite du ‘cours dont wvoici une
z—++oo T . . .

| 2
z
démonstration. On pose pour: tout >0, p@=e¢" —~ e On a

2
Q' x)=¢€" ~_a:2_ et P '@=e"—-1. Si >0 anrs_ e >1 donc
P"(x) >0 et ¢’ est croissante sur {O;—}—Qo[. Comme ¢'(0)=1, on a

,pour tout xe[O;—i-oo[,‘ O (@) >0 et cp est croissante sur {O;—{—' oo[
2

©{(0) =1 done, pour tout z & [0;—!— oo[ , @) >0 et donc e > % .

‘ T
Pour tout xe(O;-l—oo{, 6—_>_~A.
t g T2

T

T ;
Comme lim = = +oo,o0n a { im — = +oco].
T—+00 2 z—4oco oo
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° lim ze¢®* =0|. C’%st une limite du cours dont voici une

T——00

—T

-

€

démonstration. On peut écrire ze® = —

im —z = +c0

T——00 . e s . —T . pS
e® lim =+oco d’ou lim — =0. |lim ze® = 0|.
lim — =400 | 7 ®-—z . FomRe Zomeo
Z—4o0 o ) )
e — 1
o lim———=1|.- Cest ‘une limite du cours dont voici une
z—0 T .

démonstration. La fonction exponentielle est dérivable en 0 et sa

z

. et —1 . : : ' . )
dérivée en 0 est 1. ——= ‘egt le taux d'accroissement de la fonction
T

. et —1
exponentielle en 0 donc h‘n%—ci—— =1
T— €T

v Limites avec des polyndémes

Ceux dont les professeurs ont donné les théorémes sur les limites des

fonctions polynémes ou rationnelles en 400 ou en —oo peuvent aller

plus vite.

Ezxzercice 27.

Solution »
On a liEIOO (6—2z)=—c0 et Xlim e* = 0 donc d’aprés le théoréme sur

la limite de la composée de deux  fonchions lim e =0 et

Z—400
lirfioof(:r) =0|. De méme lim (6 —1z)=+co et lm e =-+0o donc
z— Z——00 T—+00

lim e = 400 et [lim (@) = +o0].

) T——00 -

FExzercice 28.

Solution
On pose u (@) =2* —22° + 32z +1 ,ona f(z) =e®.

' ' 2 3 1
Pour tout réel non nul z : w(z) = 2° [1 -t = +—3-].
z 2 =z

T+ T e T——00 x T T—r+0o

3 1 .
lim {1—2+%+—13]=11m (1—~-2-+—2+——3-—]::1. lim z2° = +00 et
z z
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lim z° = —c0 donc hm u(z) = —00 et hm % (L) = +00.
Comme th e =0, et Xhm e =400 d'aprés le théoréme sur la limite

de la composée de deux fonctions, on a lim ¢*® =0 et

T——~00

lim *”'= 4co. Donc [ lim f(z) = 0] et Iirfloof(a:) =

T—+00 . T——00

Exercice 29,**

Solution
On pose : u(z)=37*—2z+1 et V@) = —52° — g — 1,
Ona : f(»)=u@e™.

Pour tout z non nul :

u(a:)_=3z:4(1-—~25+~—1~4) et v(x)'='e5cc (1 —{——1——+——1—-—}

o -3z 3z 7 S 5z 5z

On a lmu@=+c0, hm u(zy = SRS CImov@ =4co et

lim v(z) = -0

Z—+00 . . ‘ ) .

o Limite de f en —oco : lim v(z) = +00 et Xlim‘ e* =400 done
. T——00 —4-00 .

lim ' = 40 . D’autre part lim u(z). =400 donc

lim (@) e"® = 4. hm @ = 4o0|.

° Limite de f en -+oo : pour tout z tel que v(@) =0, on a

f@ = ug(m> XV @xe® . lim v(@) =—00 et lim X% =0 donc
: v () L0 ) X——o00 .

lim ®(z)xe®* =90.

r—4oc0
2 1 2 1
l—— 4= -4
u@ _ 3z X( 378 * 32:4} _ .3 x[ 378 +3.’1:4}
v (@) 252° {1+ 1 ! ]2 25z° (1+i+ 1 ]2'
5z 52° 5¢  5z®
1 1Y 2 1
lim 1—{—-—4—%} =1, 1'm’[1~ + )= et lim =0
-’L‘—>+OO[ b5z 51; x—1++'oo 3‘»33 3$4 T— 400 253;2
donc lim U =0. On a lim ¥ (@) xe* =0 et lim U@ =0 donc

g=+00 4% () L—++00 g=to0 4 ()
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lim @ x 1% (z) X '@

= 0. Finalement | lim f(z)=0].
T—-+00 ,02

(27) ‘ T—+00

v" Limites avec des fonctions rationnelles

FExzercice 30.

Solution
On a lim (2z+45)= +oo “.donc  lim 1 =0. La fonction
400 T—++00 (23; -+ 5)

exponentielle étant continue en 0, on a lime® =€ =1.
’ ) z—0
D’aprés le théoréme sur la limite de la composée de deux fonctions, on a

1
lim €245 =1 et [lim f(z) = 1]
ZT—+00

ZT— 00

Faxercice 31.

Solution ,
5, . . .
On pose u(z) = -—3%—2—33—2-_-*_-5— . Pour tout z non nul, on a :
' 22"+ 5z + 3 : -
(e A A T
w(xr) = =—1xIX .
2x4[1+-—5-+ 3] 2 [1+-—5—~+i}
2z 27* 222 2zt
-]
° lim 3¢ 32’ =1 donc lim v (@) = +0.
T—+00 5 3 T—+400
' 14+ —+—
2z 2zt

. X N EIP s s ' .
th e” = +o0o donc, d’aprés le théoréme sur la limite de la composée
—+4-00

de deux fonctions, on a lim €*® = 400 et [lim f(z) = +o0].

) Z—+00 T—+00
5
gt
o lim = 3 =1 donc lim u(z) =-c0.
Z——00 1 + -2 + } Z-——00
( 2> 2zt
Xhm e® =0 donc, 4’ aprés le theOreme sur la limite de la composée de

deux fonctions, on a lim €*® =0 et | lim f(2) =

Z——00 IT——00




La fonction exponentielle 185

v Limites avec des quotients.

FExercice 32.

Solution ,
. - . . ) Bz-2) . 37— (3z-2) -
° Pour tout z> =, c —9r=2 x < I est clair que
3 z z 3z —2
. 3z—2 C e*
lim =3. Comme lim (3z7-2)=+4co et lim —— = = +co0,
T—+00 T © 3o X—+too X

d’aprés le théoréme sur la limite de la composée de deux fonctlons on

£35-2) ' L B3-2) o
a lim =+o0 et lim = +oo. lim f(o) =
T=+00 3 D - T—+00 T {z2400
° lim (32 — 2) = —co donc lim 635“2 =0.
(3z-2)

Comme lim 1 =0,o0n a lim

T—+—0o0 1 =00 .

FEzercic | 33.

=0 et |lim f(z)=0].

Solution

K lim (7 —2z) = —oc0 et hm e* =0 donc d’aprés le théoréme sur

X——0

la limite de la composée de deux fonctlons lim € = O .
Z—+400
7—2:

Comme lim ~1— =0,ona lim

=0 et [lim f(z)= 0.
z—+00 K z—+o0 B . T—+400

o Pour tout z appartenant & R — {7},ona:

- . 7
e'( 2z 7___23; e 2z

(p) = = X .
! 5% 5z 7T—2z
-2z
On pose u(z) = et v(z) = donc f(2) =u(x) X v(z).
7
. —2z [1 - —]
7—2:[: 2z =~2[1~-1J donc lim u(:z:)=—~2.
b5z S 5 2z F—=00 5
. X
m (7-22) = 400 et lim “— = 400 donc lim v(z) = +o00.
T——00 X—too X T——00 .
T2z
Donc lim u(z)xv(z) = lim : =—00 et |lim f(z) =
T——00 O T T——00
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FEzxercice 34

S’ol’utgbn

5z —2 :r,[5—;

e Pour tout T non nul, on a — = — 1 - -
. e +1 ez(l_;__‘_] € 1_*__;_
e

2
5 1 . 5——
lim (5——]25 et lim (l-l——;]::l donc 1im’-—~——-£f—=5‘
e

=400 T Z—+00 ZT—+00

14—
e
T .z . Bz —2
On sait que lim — = +c0 donc lim —=0 et lim =0 d'ou
- : =400 - z-400 @ z—to0 7 L ]

.

T 7@ =0

° lim (52— 2)=—co et lim (¢ +1)=1 donc [lim f(z) = —co

Ezercice 35.

Solution

e’ —1 | e” ' 1

e Pour tout z non nul, on a —=z*x =X |1 ——].
z

r T €

. 5 . N 4 N
lim z° = +00 "et lim e* = 400, donc d’aprés le théoréme sur la
T—400 X—+c0 .

limite de la composée de deux fonctions lim e =400, d’ou

T—+00

. 1 . . 5 . eX

lim |1—-=|=1. On sait que lim z° =400 et Hm — = 400 donc
Z—+00 e T—400 X—4o0 X

Zs .

lim =+00. Or lim z* = 400 donc [lim f @) = +cof.
=400 =400 z—+400

o lim 2° = -0 et Xlim e* =0, donc lim e® =0 et
. 5 .1 -

lim (e ~1)=—1. Comme lim —=0,ona [lim f(z) =0
T——00 T——00 T T——00

Ezercice 36.
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Solution

Pour tout réel z différent de In5 ,ona:

2z
622 +1 € '[1_{—622] . . 1+}‘
o = - 5 =¢e X “——‘-5—* .
€ —9 ez (1 —_ _2:) 1 -
. . , 1
. 1 _ 5 . =
lim (1 + ——2——) =1 et lim (1 — ———} =1 donc lim —&—=1. Comme
T—400 e z Z—+00 | ez =400 1 _i
B N N eI
2z
 lim € =400, | lim i———_*_—1:—{—00 .
Z—+400 z— 400 e: — 5

FExercice 37, %%

Solution

1. Pour tout entier naturel non nul 7, on note P, la proposition :

2 n
« Pour tout réel strictement positif z, e >1+z + = + .+ — >
. L 4 n ) .

Si on note C la représentation graphique de .la fonction exponentielle
alors la droite T d'équation y ='a§'-|—1 est la tangente & C au ‘point
d’abscisse 0. La droite T est en dessous de C'sur R (exercice 73) done
e > 14z et P1 est vraie. Soit n un entier naturel.non nul. Supposons
P, vraie. Soit g la fonction définie sur {0;«;—00[ par:

xi “:1:2 CE)

2 (Dl
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g est définie et dérivable sur {O;-{— oo{

] 2 - ) .
d@=e -1—g— %— —— “D—' . D’aprés I'hypothése de. récurrence,
| n!

¢'(@)> 0 donc g est strictement croissante sur [0;-{— oo[.

D’autre part g(0)=1 donc, pour tout réel z strictement positif,

$2 mn (n+1)
9x)>1 donc € >1+$+§+-‘”+~_+v(n+1)! et P(n+1)
La proposition P, est vraie au rang 1 et est héréditaire donc elle est

est vraie.

vraie pour-tout entier naturel non nul.
1 . 1 + n 1 + 1 z
gt gD g T T X(n—1)! (n + 1)1

1
z
n est un entler naturel non nul fixé donc, pour tout p e {O 1 1275, ,n}

1 ) ,
le nombre =~ est un nombre ﬁm méme sl z tend vers +oo.

p!
z1_1}_1;1%(72_‘_1)'*-—l—oo et pour ‘tout pE{O;l;Q;...;n—l}, on a
lim —--———1(—~ =0. Ainsi,- Iim u (z) = +00].
z->+oop!m""?) Z—+00 ¢ :

3. D'_a,prés la. question 1, pour tout entier n non nul et pour tout z

z" z(n+1)

strlctement ositif, e’ > 1 +z + + + — + —_—
P 2t (n+1)1
P : m(n-{»—l) .
Or 1+:r+ + —%—-——-{— = 2" X u(z) donc e > 1" xXuw.
2 (n+1)!

Dot -e—n:_>_ u(z) avec lim u(z) = +0.
z

Z—+00

T

PN . e
Un théoréme de comparaison donne alors | im — = +o0f.
IT—+00 1;

v Limite d’un taux d'accroissement

FExercice 38,

Solution

X

hm 3z =0 et hm
X0 X

=1 (cours). D'aprés le théoréme sur la Limite
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. 3z
. . . . et -1
de la composée de deux fonctions, on a |lim——— = 1|.

=0 37

Fzxercice 39.

Solution
. 653: -1 651 -1
Pour tout 2z non nul, on a =5X —, limbzr =0 et
T S5z z—0
eX . o .
;{in(l)——)?———zl. D’aprés le théoréme sur la limite de la composée de
| - . . e —1 e
deux fonctions, on obtient hrr%-——g———— = 1. Ainsi, hrré—————-—— = 5|.
. T x T— T

-FEzercice 40.

Solution . S L .
3 3
et =1 e’ —1 . o
Pour tout =z non nul, —==2" X——: lim zi-=0 et
. : - T ) S
e’ — S , L .
Erré——}r— =1. D’aprés le théoréme sur la limite de la composée de
-‘ e —1 ' i ‘ ' ’
deux fonctions, on obtient lin% 7— = 1. Comme lim 2z =0, ona:
. T T z—0
3
Ey
. e =1 -
lim ——— = 0}.
z—0 x

FExercice 41.

Solution

sin(z) .

e ) . .
est le taux d'accroissement en 0 de la fonction z s ™ .
z

Cette fonction est dérivable en 0 et sa dérivee en O est

) esin(::) . 1 :
cos(0)e™@ =1. Ainsi |lim —+—= =1|.

z—0 x

. . esm(z) -1 esm(z) -1 SiIl (517)
Remarque : on peut aussi écrire = X .

z sin (z) by
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limsin(z) =0 , .
z—0 sin¢x) 1 n (x)
e® —1 donc lim —-—-= =1, D autre part lim =1 d’ou
lim =1 =0 sin () =0 .
z—+0 x
sin(z) .
. € -1
lm —2= =1,
z—0 x

Ezercice 42.%

Solution

On utilise la formule cos(2a) =1 —2sin’(a).
Pour tout réel z, on a: 1— cos (@)= 2sin? (EJ .

Pour tout réel z différent de 0 [mod27], on a :

et -1 e” —1 P e -1 z’
. 3 = 5 X = 3 X - .
1 —cos(z) T 1—cos(z) 5 ggin? (E)
X 72
-1 : . =1
llmm—O et hm — =1 d.onclime —=1.
X—0 X z—0 T
2

9 -
xz°

— = —9]—2 | hmf_o of lim—2 1
2 sin? (—ai) : sin(-ai) =02 X=0sin (X )
2 2

D'aprés le théoréme sur la limite de la composée de deux fdnctions, on a
z
lim 2

sin
2

Comme la fonction z s 222 est continue en 1

=1.

, lirrll 22 = 2 et d'aprés le
—

théoréme sur la limite de la composée de deux fonctions on a :

2

z* =
lim ———— = lim 2 x | —2 =2.
s=0 o . ofT 20 . [z
2sin (—) sin (—)
2 2
e” — 1 |

Finalement, |lim
=0 1 — cos (ac)
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v Limites avec des racines carrées

- .Eie'}"cicéﬁ 9,00

Solution

° Quand z tend vers 0 par valeurs supérieures.

* . ez _— 1 eI —1

Pour tout z€ R, , f@) = = X T

. e: id 1 o B - .. _ez —_ 1

lim ——— =1 et lim /7 = 0 ‘donc |lim ——— = 0j.

z—0% T z—0t . z—0% ﬁ

o Quand z tend vers +o0. '

® . ez'—l ‘6: ’ 1 . NS
Pour tout z€R,, f@=——=VzXx———. lim Jz =+00,
T T T s .

. € 1 Looet=1

im — =4+ et lim — =0 donc.|lim ——— = 4-00].
z—+00 .‘z:—*+00\/§ z—+o0 \/:L'_

,Eé:;lercéce 44,

Solution

oo : T
Pour tout z € R ) =T X e = X .
+ ¢ f ez2 Z'\/E

. 2 . X X N . : NN
lim z° = +0c0 et lim — =0 donc, d’apres le théoréme sur la limite
z—+o0 ' X—+x g

.’II2

de la composée de deux fonctions, on a lim —=0.
z—+00 o7

- . ) — 2
Comme lim =0,ona: |lim Jr xe™ =0|.
2=+ /T T+

Ezercice 45.%

Solution

® Quand z tend vers 1 par valeurs supérieures :

f@ =z x

1 . .
. e=-1. lim ~/T =1 (car la fonction racine est continue
T — T—]1 .
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1

en 1). hm = 4-0c0 et hm e* = 400 done lim es1 = +o0.
z—1F T — X —4oo z—1T
: . Nz L |
Conclusion : |lim ——ez-1 =+,
e |

o Quand z tend vers 1 par valeurs inférieures.

1 ) 1 -
flx) =z %" “ez-1, lim -z =1. lim = —0c0 et hm Xe O
T — z—1" z—1" T — 1 X——00
. 1 7
donc lim e*! = 0. Conclusion :|lim e=—1 = (.
=17 p—1 ’ - =17 g — 1]

v Limites avec des fonctions trigonométriques

Emermce 46.

Solution
Pour tout réel z, on a : —1<cos(@)<1. Comme la fonction

. ‘ . 1 o
exponentielle est croissante sur R,ona: = <e™® <e.

e
3 3
o Si z>0 alors - =< %@ | lim — =+ donc
e st g
lim z°e®™® = 4o (théoréme de comparaison). | lim f(z) = +o0].
T—+00 : T—400 )
z z°
o - .8Si z<0 alors e < 2 im ~— = -0 donc
e s—-0 g
lim 2°¢**® = —co. [lim f(z) = —
I—”‘iw T— 00

-Emercz’ce 47.

Solution

Pour tout réel « différent de kn (k € Z)

e’ —e’" e s | T
=€ " X———=¢g " X X — .
s (x) sin () z sin ()
© 2z : 2z '

e . et —1 . et —1
lime™ =1 et lim—— =2xlim——=9x1=29.
z—0 z—0 T z—0 2:1;
. T . .. sin(@ . . ef—e "
lim ——— =1 (car on sait que lim———= =1) donc |lim — =
=0 gin () e=0 g z—=0 gin ()
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V" Limites avec des logarithmes

FEzercice 48.

Solution
In(1+¢€°
© Pour tout réel z,0ona f(@ =€ xIn(1+ €)= —E(—j;il .
e
De plus lim e =0 et }{ Oﬂ%ﬂz 1 (taux d'accroissement en 0 de -

la fonction z ~— In (1 +z)) donc d'aprés le théoréme sur Ia limite de la

In(1
composée de deux fonctions, on a : lim M =1 'soit
- : N IT——~00 e
lim f(z) =1].

e Pour tout réel z on a : o »

f@=e"xIn (ez I+ e'I)) = (ln (é“) +In(1+ e‘”))

done f(m) ==ze? +e“In(l+e)= —i— +eIn(l+e™)
- e

Y - . .z :
On sait que lim — = 400 donc lim — = Q-

ZT—=+00 T T—+400 ez
lim e =0 et ;{Hn In(1+X )=0 donc, d'aprés le théoréme sur la
Z—+00 CX—0 :

limite de la composée de deux fonctions, on a lim In 1+ e*)=0 dou

T +oo

lim e In (1 + e_”) = 0. Finalement hm f (a:) = 0 .

T~—+00

ITII. Continuité

Ezxercice 49.

. 1
1. Pour tout € R", on pose : u(r) =—— et v(z) =e".
T
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: . . * - '.
La fonction u est continue sur R et la fonetion v est continue sur R

* N . . *
avec u(R ) C R donc vowu, clest-a-dire [, est continue sur R .

3;2 X —+00

. 1 .
2. hm{~————-) = —co et lim ef =+co done, d'aprés le théoréme sur
1

la- limite de la composée de deux fonctions, on a : lime ' = 0. Comme

z—0

f(0)=0, la fonction f est continueen 0.

Ezxercice 50.

Solution

- * ‘. ' 1 ‘ .
Pour tout z appartenant 48 R, on a f(®)=———. llm——=1
) ’ e —1 z—0 e :
z

donc ling f@ =1= f(0). La fonction f est continue en 0.

Fzxercice 51. -

Solution

Les fonctions =+ sin(z) et zw € —¢€° sont continues sur -

[—-Z;O U}O;Z].
2 2
Sur |——;0} et sur jO;E . [ est un quotient de fonctions continues (le

dénominateur mne s’'annulant pas) donc f est continue sur

[———7[;0 U O;vﬂ;}.
2 2 , .
z 1_1 'Z_~
Poura:nonnulona:f(a:)::e—(.e—~—)-:ez><_m x & 1.
sin () sin () T

lime® =1 car la fonction exponentiélle est continug en O .

z—0
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. . sin et —1
D'autre part on sait que hn& Sin () =1 et hn&——ﬁ =1 donec
T—+ T T— T )
Imf@y=1=f(0)et f est contintsen 0 -~ - = ~ ¢ Awom

La fonction’ / est continue sur [—~g;0 et en 0 donc f est

UJO;—7£
2

)

9
IV. Dérivation

. T T
continue sur |——:—|.

v Techniques élémentaires

FEzxercice 52

Solution

Pour tout réel z, on pose u(z) = z* et v(x) =—z.
F @ =ulx)x "™, ' - .
Les fonctlons u et v_sont dérivables sur R et u'(z) = 2:1: v ().=-1.

Donc f est derlvable sur R et pour tout réel z on a :

fl@ =u'(x)x e L u@ xv (@)e’™® — 2ze™® — g%,

ux) :c(2 — ) e‘f

FExzercice 53

Solution

1.

Pour tout réel ¢ » O pose % (Z) =sin(x) et v(z) = 2.
F (@ =u@)xe®,

@ =u'(@)xe™ 4y @)xv' (z)x "™ .

(@) =€ x cos () + 2¢* X sin (z).

Pour tout réel z

f'@ = e* (2sin (z) + cos @)].

2. Pour tout réel z, onpose u(z) = cos () et v(z) = -2z,
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9@ = u(z) X e’® .

v(z)

g @ =u @ xe"® +u@) xv @)xe®,

9’ (x) = —sin(z)x e —2 cos (z) X ™.
Pour tout réel z : |g’(z) = —™** (2c0s (z) + sin @®)].
3. Pour tout réel =z de —"721;—725 ; on pose u(r)=tan(z) et

V(@) =—z. h(z) =u(x) X e'®.
R (z) = u' (@) x "™ + u(z) x v’ (z) x @ |

™

)

n'(z) = (1 + tan’ E:L‘)) X e * —tan(z)xe™®. Pour tout réel z de

|P' @) = e (1—tan (2) + tan’ ()] .

" Bxzercice 54.

Solution

Pour tout réel z de Rl on péée u@) =7 et v(T) =2z.

f@=u@xe®. -t (@) =1 @) xe +u X v (@) x e’

fl@= .2\1/5 X ezf +2Jz % §2I . Pour tout réel z de; Rl

/ : ‘2zl 1 - )
ff@y=e [2«/—.’5 + -\/.'E]

Ememieé 55.

Solution

Pour tout réel z de R, on pose u(z) = 2% — 3z et v(@) = 2* 4+ ¢° donc

Foy = © (T)

o Les fonctions u et v sont dérivables sur IR.
v (T

u' (@) =2e" -3 et v'(x) =2z +¢ .

Comme pour tout réel =, v(z) =0 , la fonction f est dérivable sur R.

u (@)X v @) —ulz) X v (@)

o
(z) =
! v* (z)
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(2627 —3) (x2 + e”) —(2e” — 3z)(2z + e”)

/( ) — |
fl@ = e 36{1:2—;?:2)_2 2e** — ze® + 612
f’@ -== (20 2 ~3) Y
]

v Dérivabilité en a

Ezercice 56.

Solution

Continuité en 0.

lim——=-—0co et lim e* =0 donc, d'aprés le -théoréme sur la limite .

z—07% T X—r-00

de la composée de deux fonctions, on a lime = =0.

z—0
1 : .
Ainsi lim ze = =0 et f(0)=0 donc f est continue en 0.

Dérivabilité en 0 ..
’ 1

L@ =£(0)

Le taux d'accroissement de f en 0 es =e =
: T _
1 o _
Comme Iizg}r ez =0, f estdérivable en 0 et.|f'(0) =0|.
T— o :

Ezcie'rjcicé 57,

Solution

1 . ’ )
. —_— . * . .
1. La fonction z+ e < est continue sur R". (composée de fonctions
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. . . . * .
continues) la fonction z + sin(z) est continue sur R” donc la fonction
. * . . .
[ est continue sur R (produit de fonctions continues).
Continuité en 0.

lim sin (z) = 0 car la fonction sinus est continue en 0 .
z—0 . .

-1

lim—_—gl—:~—oo, et lim e* =0 donc lime? =0.

z—0 g X ——c0 © z—0
—1

Done lim|sin(z) x es” | =0 et lim f(z) = 0= 7(0).

La fonction f est donc continue en 0. Finalement f est continue sur

R.

1
2. La fonction z+—e ¢ est dérivable sur ]R (composee de fonctmns

dérivables) la fonction z — sin (z) est dérivable sur R® donc la fonction
fest dérivable sur R" (produit de fonctions derlvables)
Dérivabilité en O .

f@—f0) f@ sin =L

Pour tout réel z non nul, = = X es |
oz z z
: ) -1 . ] =1\,
On sait que lim sin () =1 et lime# =0 donc lim w xes |=0.
z—0 T 0 z—0 T
0
Comme lirgl M = O la fonction f est dérivable en O et on a
(@) =0|.

Exercice 58. R

. . 1
1. La fonction z+ e @ est continue sur R’ (composee de fonctlons

continues) et la fonction z+— cos(z) est continue sur R’ donc 1a
fonction f est continue sur R’ (produit de fonctions continues). |

lim cos(z) =1 car la fonction cosinus est continue en 0.
z—0
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— !
1im—~}=~oc et hm e® =0 donc lim e? =0,

z=0 o X——o0 z—Q

GO e henr LT T

Donc Iir% (cos () X e?J =0 et l'mrgf(a:) =0=f(0).

O A A R A SRR AR

La fonction f est donc continue en 0. Finalement f est continue sur
R.

1
. — s . * , .
- La fonction x> e & est dérivable sur R (composée de fonctions

dérivables) la fonction &+ cos(z) est dérivable sur R’, donc la
fonction f est dérivable sur R (produit de fonctions dérivables).
Dérivabilité en 0O .

Pour tout réel z non nul,

f@ — (0) f €))
T z

1y o
= — X cos(T) X{T]xerz .
) T

On a lhr(}(~z><cos(:c)):0, hngz—oo et hm XeX =0 donc

z—0 o X——00

-1 ! 1) - =22}
hm( )ez =0. Do lun xcos(m)( 2}x ezz] =0.

z—0 m
Comme 1i1ig ————-———f @ —7(0)
T T

[F'(0=0].

=0, 'la'fonct‘io_n f est dérivable en "07-ét

Fzercice 59. .

So Zﬁtion » . )

1 ..
. 1 - . ) .
1. La fonction z+se™= est-continue sur R . (composée de fonctions

. . . * A )
continues) et la fonction £ — /7 est continue sur R . (méme sur R L)

donc la fonction f est contimue sur ]Rll (produit de fonctions

continues).

Continuité en 0 : lim<Z =0 car la fonction racine est continue en 0.
z—0
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— ‘ . =1
1im——1—=—oo et lim ef =0 donc lime= =0.

z—0" x X——c0 z—0
—1 .. .
Donc 111%1 [\/5 X e-z—J =0 et lin%f(x) =0=f(0). La fonction f est

donc continue en 0. Finalemeént f est continue sur R.
. :
2. La fonction z +~ e = est dérivable sur R_ (composée de fonctions

dérivables) et la fonction =+ /z est dérivable sur ]R:L donc la fonction
J est dérivable sur IR’; (prbduit de fonctions dérivables).
Dérivabilité en O . ’

f(m)’f(_o)___f(m)'::/_":_v_ -1 [~1} -1

Xes = —~JT X Xes .

Siz >0 alors
. T

On sait que lim (—vZ)=0..

-1 L | = =
lim —=—-oc0 et lim Xe* =0 donc lim [—1-] xe® =0 dou.
z—0" o X——c0 z—0% T -

i f @ (0)

I = 0. La fonction f est dérivable en 0 ét on a:

70 =0].

v Ewxponentielle et polynéme

Exercice 60.

Solution _
Pour tout réel z, on pose u(z)=—z", donc f(z)=e"®. Comme les

fonctions u et exponentielle sont dérivables sur R, f est dérivable sur

R.. f'(z)= u'(@)e"® = —2ze® done |f'(2) = — 27>

Emerm’ce 61

Solution »
Pour tout réel z , on posvev u(r) =5z —32° + 2z —1. f(z)=e"?.
Comme les fonctions u et exponentielle sont dérivables sur R, f est

dérivable sur R . Pour tout réel z
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52% —3z? +2z—1)

iy =u' @e*® . |fla= (152:? — 6z + 2) el

v Exzponentielle et fonction rationnelle |

Ezxercice 62.

Solution

Pour tout réel z différent de 1 et de —1 , on pose‘ u (@) = — T On a
w pa—

f@) =e*”. La fonctlon u est. une fonctlon ratlonnelle définie pour T

différent  de 1 ot —1. Elle est donc “dérivable  sur
]——oo;— 1{ U l —151 { U ] 1;+ oo{. Comme la fonction exponentielle - est
dérivable sur R, f est dérivable sur }——oo;-— 1{ U ] —-151 { Ull;-}- oo[.

Pour tout réel z différent de 1 et de —1,0n a:

- 1z ~1)-2x2x . o +1
U )= - - = — ,
. (wz_l)?. - (x2 _1)‘2
2 T ’
Donc f'(z) = u' (@) e*® soit |f'(x)=— z+1 =3

E@ercibe 63.

éolution
217 :
Pour tout réel =z, on pose UL = ——ﬁ—iﬁ et w(@ =z donc
‘ _ x*+1°
f@) = v(x)e”® . La fonction rationnelle u est définie sur R, donc est
. i / —2z |
dérivable sur R . Pour tout réel z, v (&) = —""3-

Les fonctions =+ €°, u et v étant dérivables sur R, la fonction f est

dérivable sur R . Pour tout réel z ,on a:

o) =v @e® +v@u'@e

uz)
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222 43 —9 2z:+3 2:+3 — 2
flz) = ’“‘“1+m><(2 1)2xe”+1 ez+ll+<2+1) .
x° + x
2743 2 2 5.2 _ 2243
@ = exzil (z + 1) 22&0 @y = e ' +1
(=* +1) (z* +1)

v Ezponentielle et fonction trigonométrique

Eaxercice 64.

Solution
1. Pdur tout réel z, on pose' U (T) = sin (z) . o

Les fonctions wu et exponentielle sont dérivables sur R, f est la
cofnpoSée_de ces deux fonctions; f' est donc dérivable sur R.

v’ (z) = cos (z) donc f! @) =u'(z)e"® —‘

2. Pour tout réel T, on pose u(z) = cos(x)

Les “fonctions u et exponentielle sont “dérivables sur R,’ f est la

composée de ces deux fonctions, f est donc dérivable sur R.

u' (%) = —sin(z) donc f'@) = ' (z)e® = |—sin (z)e™®].

T

3. Pour tout réel z de --;1;—2—( on pose 4 (z) = tan (z)

La fonction u est dérivable sur ;

et la fonction exponentielle est

[
dérivable sur R donc f est dérivable sur

bl

T T
2°2

v’ (@) =1+ tan® (z) donc f' (@)= u'(z)e"®

= (1 + tan? (x)) e @

_ E_:_zercice 65.
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Solution

Les fonction sin et cos sont dérivables sur. R ,.donc. f est dérivable

sur R. Pour tout réel z,on a:

!/ . .
fr(@ = cos(z) X e® —gin® (z) X @ = @@ (cos (z) — sin® (:17)) .

f/ () = (COS2 (z) +cos(z) — 1).€mm

- Ezercicé 66.

Solution

cos(z)

Pour tout réel z, on pose u(z)=e , la fonction u est dérivable sur
R et v/ (@) = —sin(@)xe™®. On a : f @ = sin (u(x)).
Les fonctions. u et sinus sont dérivables sur R, f est la.composée.de .

ces deux fonctions, f est donc dérivable sur R. Pour tout réel =, on a :

f@ = u' (@) x cos (u (@) = |—sin (@) x e x cos (=) .

FExercice 67.

Solution
Sur O;’—g—}, f est un quotient de fonctions dérivables sur -O;—?—;— (le
, S T
dénominateur ne s’annulant pas), donc f est dérivable sur O;-é-]. »
5 . 2z z

Pour tout =z appartenant 2 O',-é- ;, on pose u(w)=c¢e" —e et
v(z) = sin(z) donc f(z) = u@ .

v (T)

uw (D v@) —u@v @

fl@ = S u' (z) = 26*° — e et v'(x).z cos () .

v* ()

(Zezz - e”) sin (z) — (ezr’ — e"’) cos (z)

sin? ()

fla =
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v Exzponentielle et racine carrée

E:ﬁercz’cé 68.

A
Pour tout z appartenant a R, f»= {e z} = e 22 donc f est bien

dérivable sur R’;. Pour tout z de R:, on pose u(:c):--:Z:l donc
T
) . 4
1 - 1 1) 1 1
T)=e"". fl@=u(@)xe"™® = ¢ 2= — e | =|—Vez|.

Dérivabilité en O .

1 ' _
— T2z — 1

Pour tout z € ]Ri , on f(m) f(O) _f@ & _ 4—2[~—1-] Xe 2z,
T z T 2z

X——00

hr(r)l 2g = o et hm X' =0. D'aprés le théoréme sur la limite de Ia

-1 3
composee de deux fonctlons on a lim—xeé 2 =0.

z—=0% 9
im M =0 donc la fonction f est dérivable en 0 et
f'(0) =0f.

Fxzercice 69.

Sé lution

Pour tout z ¢ Ri, on pose u(z) =e"* et v(r) =z . Les fonctions u
E

. " 1
et v sont dérivables sur R, etona u'(z)= et v/ (z) = ——

2T 2T

P u' (v (@) — u (@) () - 7-‘;@ VE-1 |
(v(@))? ¥ 22T
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- Fxzercice 70.

Solution

La fonction f est dérivable sur R:. On pose u(z) = 2? et v(@) =z

donc f (@ =u @ xe" . fl(x) =u' (@)X e’ 4 u(x)x v (z)x @

2 Jz N7 Jz
, s Te 5 zJTe z(NT +4)e
(z) = 2ze¥* + = 2ze’" + =

Dérivabilité en 0 .

Pour tout z >0,

f(m)—f(O)zf(m)z e i

= ze
T z z

lim Vo' =0 et lime* =1 donc lime”® =1.

z—0F X—0 . L z—0F

0

Donc lim ze” =0 et f est dérivable en 0 et @ =1].

v Exponentielle et fanction logarithme

FEzercice 71.

Solution .

”

Pour tout z € Rl , on pdéé u@ =e"-1 et v(z)= In(z).

On a f=vou. Pour tout xERl,'

f/(SL') = UI(L-E)X’UI[U(:E)]:‘ex x._:_l_._._: _..f___
e’ —1 e’ —1

FExercice 72.

Solution
La fonction z+ — est dérivable sur R + - La fonction exponentielle est
z ,
1

. : . L . .
érivable sur R, donc la fonction z — e= est dérivable sur R_ .

La fonction logarithme est dérivable sur Rl. Le produit de deux
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fonctions dérivables sur IR: est dérivable sur R: donc f est dérivable

* * :
sur R . Pour tout zeR, ,ona: -

1
1 1 ;

@ = —~12-e-‘” 1n<m>+lez = 5_(1_
r B 1 T

In (a;))
T

v Dérivées successives

- Ezxercice 78.%

Solution

1. cos(a) — sin (a) =\/§ %cos (d) —-.;\/Zzsin ) _

cos{a) — 'sin (@) = /2| cos [—B cos (a) — sin {-741} sin (a)

cos (@) — sin (@) = /2 cos (a + —Z] .

2. Pour tout réel z, f'(z) = €” cos (z) e sin(z).

F' @) = € (cos (z) — sin () = V2 ¢° cos[m + g} N4 =2 et |a

1y

3. Pour tout n€ N, on pose P, :

«VzeR, f@ = (Ji)n e” cos(:z: + ng-] ».

1

D'aprés la question 1, f¥ (z) = (\/5)1 e’ cos[m -+ :}] donc P est vraie.
Soit n appartenant a4 N'. Supposons que P, soit vraie.

Pour tout réel z , F® (a;):(\/i)n e” cos(x—kn—}]. En dérivant on
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obtient ™ (z) = (2)"

s . T
e’ Gos(a:+n~—]»~e” sm(ﬂs—l—n——} )
4 oo 4
FE gy = (ﬁ)n e’ {cos[z + n_z-r-] —sin {:c + nlr—J
| 4) 4

2,ona: fO (g = (\/i)n ezﬁcoé(m +n—2+—2).

. En utilisant la question

est vraie.

FO gy = (ﬁ)n+1 e® cos [:z: +(n+1) lr-] donc P;,

+1

Conclusion : la proposition. P, est vraie au rang 1. et. est heredlta.lre

donc elle est vraie pour tout 7 € N° et donc, pour tout réel z,on a:
@@ = (ﬁ) e’ cOs[:c + nﬂ

V. Positions relatives d'une .droite et - dé‘;;_la |

courbe  représentative de Ig fonction
exponentielle

v Par rapport a une tangente .

Ezercice 74.

Solution

3

1. La fonction exponentielle est dérivable en 0, donc sa représentation

graphique admet une tangente au point d’abscisse 0.

On a exp’(0) = exp(0) =1 donc (T) a pour équation y=z+1].

2. Pour tout réel z, on pose f(x)=e” —g—1.

fl@ =e"—1.8i <0 alors ¢° <1 donc f(z) <0 et si >0 alors
e” >1 done f'@>0. f'(0)=1.

J  est strictement décroissante sur } oo O} et strictement croissante

sur [O,—l— oo{ La fonctlon f admet donc un mlmmum global en 0
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Comme f(0) =0, pour tout réel z » (@) >0. (T) est en dessous de la

représentation graphique de la fonction exponentielle.

“-Emefrcz'ce 75,

Soit a € R. Une équation de 1a tangente (T) au point d’abscisse g est

a

y—e*=e’(z—a) c'est—;;i—dire y = ze* + éa - aeT,-

On pose ¢ (z) = €° — ze® — ¢* + ge® pour tout z € R,

¢ est dérivable sur R et on a ¢ (z) = e — ¢°.

@ est strictement décroissanté sur };oo;a} et ¢ est strictement

croissante sur {a;-{- oo[. ¢ admet donc un minimum global en ¢ .

Comme ¢ (@) =0 on a,bpc.)ur tout z = a, gp(z)}O. »
Finalement, la réprésenta:tion graphique de la fonction exponentielle est
au dessus de toutes ses tangéntes.

Remarque : on dit que la fonction exponentielle est une fonction

convexe,

-1+
Représentation graphigue de la fonction exponentielle

ainsi que deuz des tangentes & la courbe.
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v Par rapport & une droite

. - Brercice 76:

Solution

1. f est dériva r R et, pour tout réel z,ona: ‘
flaey=¢ -3 e m)=0) & (€ -3=o)<:>(e =3) & (:c—ln(?)))
(f@>0) (e -3>0 e (> 3) & (2> n(3)).

La fonction f est str1ctemen‘t decrmssante sur l——oo 1n(3)1

(4]

La fonction f est strictement crmssante sur [ln (3);+ oo{

La fonction f admet donc un minimum global en z =In (3) et -
f(In(3)) =3-3In(3)-2=1-3In(3)<0.

Limite en —oo

lim (e°) =0 et hm( 33:—-2) +oco donc | lim f@) =

—+—0C0 . L——00

i 2
Limite en +o0o :pour z non nul, on a: f(@) = a:{-e——— 3 ——-—] .

lim < = 400 (cours) donc lim {6— -3 - E) = +00.

z—+0 z—+o0 |\ T

T— 400

Tim 7@ = 100,

z —00 - In(3) +o0
|- — 0 +
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2. Soit (D) la droite d'équation Y = 3z + 2. Montrer que la droite (D)
coupe 1a courbe représentative de Ia fonction exponentielle en deux
points revient a résoudre l'équation f (z) - 0. .

La, fonction f est continue et stric‘temeht décroissante sur }——oo;ln ( 3)},
donc’ I '-induit une bijection de ,}—oo;ln (S)J sur [1 —=3In(3);+ oo[

0e [1 —=3In(3);+ oo[ donc l'équation f (@ =0 admet, sur }——oo;ln (3)} ,
une unique solution. La dfoite (D) coupe la courbe représentative de la
fonction exponentielle en un point sur }-—oo;ln (3)}

La fonction f est continue et strictemeﬁt croissante sur {In (3);+ oo[,
donc f induit une bijection de’ [ln (3);+ oo( sut {1 —3In(3);+ oo[

Oe [1 ~3In(3);+ oo[ donc l'équation F (@) =0 admet, sur [ln (3) ;—{—.oo[ ,
une solution. La droite (D) coupe la courbe représentative de la
fonction exponentielle en un point sur {In (3);+ oo[ .

La droite (D) coupe donc la  courbe représentative de la »fonctio'n
expénentielle én déﬁx points,_-l’u:tn & son abscisse « dans ‘J«-ob;ln (3)},

l'autre a son abscisse 4 dans [ln (3);+ oo[ .

3. Pour déterminer la position relative de (D) et la courbe
représentative de la fonction exponentielle, il suffit-d’étudier le signe de
S (z). En utilisant le sens de variation de J et ce qui vient d’étre dit,

on peut écrire :

T —00 « B +o0
f@ + 0 —

[en}
+

Donc la représentation graphique "de la fonc_tion- exponentielle est au-
dessus de la droite (D) sur J~oo;a{ et sur }6;%— oo{, en dessous de la
droite (D) sur }a; ﬁ{. Les points d’intersection sont les points

A<6,3,B+2) et B(a,3a+2).
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2 -

-1

Position relative des deuzx. courbe

v Par rapport & une asymptote

B

Ezercice 77,

1. Pour tout réel T, on pose p(z) = 8'3"' donc f(:z: ;v +14+pw@.

im — 3z = +00 et Xhm e’ = +c0 d'apres le théoréme sur la limite de
T—+—00 400
. . . . — ;&\;C;f
la composée de deux fonctions, on a lim 3% = = 400 v

T——00

Ainsi la droite (D) n'est pas une asymptote a C, au vmsmage de —0.

3
lim — 37 = —c0 et lim e* =0 donc lim % = ( .o%

T—+00 X—~00 T—4-00

~, T

Ainsi, JT@=z+1+0pw avec bmgo(a:)—o .

La ,droite (D) est une asymptote a C’ au vmsmage de:stoo.

2. Position relative de C. et (D).
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Pour cela, il suffit d’étudier le signe de la différence f(z)—z—1.

Cette différence est strictement positive sur R, donc ¢ . est au dessus

de (D) sur R.

Faxercice 78.

Soluiion

1. Lzmzteen—{—oo f() M——i————x—l—l—i———

e’

comme: hmé;——O et hm (:c—{—l)-——}—oo on a liIP‘f(:c)':—}-oo .

Z—+00 @

Limite en —co . f(}v) = (:z:enc et 4 5)x —

Onsa.ltque lim €’ -—0 et lim ze® =0 donc lm (xe —i—e +5)-5

T—+—00 Z—~C0 Z——00

comme lim -1—=+oo ona |lim f(x) = 4o0|.

T——00 @ Z——00

=400

2. On _pose t,o(a:)=—5— On a f(x)z:z—{—l—}-(,o(m) avec lim ¢ (z) =0
, e*

donc la droite (D) d'équation y = z 41 est une asymptote oblique &
q

C, au vmsmage de +o00.

3. Il suffit d’¢tudier sur R le signe de f(z)—(z+1). Pour tout réel

z, on a: f@—(z+)=p@ = %— 11 est clair que cette différence est
o

strictement positive sur R, donc C P est au dessus de (D) sur R.

Fxercice 79.
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Solution

1. Limite en —oco. lime® = 0 et lim SX =0 donc lim Se =0.
. s . T——00 i X-0 X + 7 =00 g% 4 7
D’autre part lim (52 —1) = —co donc | im f(z) = —oo|.
. : S s ' . 83X
Limite en . +4co. lim e = 400 .. et lim ——— =3 . donc
. : Z—400 X—too X + 7 .
lim se =3. D’autre . part lim (5z —1)=+4o00 - donc
z—too % +7 . O Coz—too L - . .
lim f(@) = 4oc0|.
400 5 - -
o : ‘ . 3"
2. Pour tout réel =z, on pose 0, (@) = — el On a
e R o

f@=5z—-1+ w, (@) avec d'aprés 1, Iim ¢ () =0. Donc la droite .

(D) déquation y'= 5z — 1 est une asymptote’ oblique & C’} au Voisihage

de —.
i (e +T)+3e" .
3. Pour tout réel z, f(z)=5z—1+ Je =5z + (e 7+ .
‘ ‘ e+ ~ e* +7
- 2" +7)=-21 —21
f(:z:)=5a:-|—2e 7=’5:r~}— (e + ) =5z +2+ .
ef -7 e +7 e*+7
-21 . . —21
On pose ©, (@) = . I est ‘clair que - lim . =0 donc
e’ » soto0 g% L 7
f@ =5z+2+ v, () avec lim ¢, (z) =0. La droite (D') d'équation
T—00 )

Y = 5z + 2 est une asymptote oblique & C ; au voisinage de +00.
4. Position relative de C, et (D).

La‘position relative de ¢ , et (D) revient a étudier sur R le signe de la
1 3e”

différence f(z)— (5z —1) =
/ ( ) e” +7

= ¢ (z). Comme v @ >0, Of est

au dessus de (D) sur R.
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5. Déterminer la position relative de Cf et (D') revient 4 étudier sur
—-21 '

——— =, @ . Comme

R le 51gne de la différence f(z)— (52 +2)= 7

p, (@) < O O’ est en dessous de (D) sur R

Ezercice 80.

Solution

1. Limite en +oco. Pour tout réel z non nul, on a

f@ = SC{éz -2+ -:i) donc lim- f(x) =400,

Limite en’ —0co . On a -lim ze® = =0 (cours) et lim (—2z 4 3) = 40

T=3—00

donc hm f @ = +o0].

2. Pour tout réel z, on pose (z) = ze*

f@ =22+ 34+ p@) avee im ¢(2) =0, donc la droite (D)
-0

d'équation y = —2z 4 3 est une asymptote oblique & C s au voisinage de

—QQ.

Remarque : supposons que C f admette une asymptote: oblique‘

d’équation y = -az +b au voisinage de +oco. Le coefficient directeur o

de l’asymptote est donné par la limite li f(:z:). En effet

I-—)-}-OO Z

f(:c)—-am—i-b-f-go(z) avec lim ¢(z) =0 donc @ _ +E+<P(33) ot

b

z z x
. . . . @ -
en passant & la limite, on obtient lim =a. Or ici
I—+00 I

r@ 'zyez -2+ i donc lm I@

I—+00 X

= 400.

Fmalement C’ nadmet pas d'asymptote obhque en +oo (On dlt que
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c + admet une branche parabolique de direction l'axe des ordonnées).
3. Déterminer la position relative de ¢ et (D) revient a étudier sur

R le signe de la différence F (@ — (=25 +3) = ze® = p(x) . Le signe de
w(z) est celui de z donc : '

°»  Sur J-oo;.O[ » O est en dessous de (D).
o  Sur JO;—%— oo{, Cf est au dessus de (D).
o ; et (D) se coupent au point d'abscisse 0 et d'ordonnée 3.

VI. Suites et exponentielles

FExercice 81,

Solution
1. D'aprés l'exercice 74, pour tout réel z, 1+ <e”.

: ' 12 :
En posant == on a : s n =1 alors 14+ =<en donc, la fonction

(L2 n

. 1\
T z" (n eN ) étant croissante sur {O;+ oo{ , (1 + —} <el.
: n

2. 7On pose. X = —z .

Si X <1 alors 0<1“X<8_X donc eX-<——1——-

_ T1-X
. A . 1
X:—m—l donne 1 = 1 Z"_“"'le :-—__n+1:1+_, et
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e =e™ . En utilisant la question précédente, on obtient: :

__];_ 1 : n4+1
e™! <14+ soit eS[l%————}

n n
3. D'aprés les questions 1. et 2 , pour tout n>1,
n n+1 ) ‘ . n 1 n+1 1 n
(1+l] §e§(1+-1—} donc 0§e—(1+l} g(1+—J -(1+~—] .
n n n) = n n
n1 n n
1
[1-{--1—] -(1+—1-] 2{1-{——1"} X—=.
n n n n
oge-—un"g{HlJ xt<f<3
n n_ n n
Sin>1alors 0<e~u, <—
: : n

4. Ona: lim E:O donc lim (e%un»)#ﬁ et | lim u =e|.
n—+400 47, n_'+°°4 . .

Ezercice ‘82,

Solution.

La suite de terme général e™ est une suite géométrique de raison

_ ~1 : 1 ~_ e—(n-{-l)
e'==>,Onadonc: S, = .
e 1l—e -
Comme 2<e<3onal<e? <1 donc lime™=0.
400
—(n+1) -1 - 398 3e —(n+1) . 1 €
e =e¢ xXe" dou lim e =0 et lim S, =; — = .
n—+0o =00 1—e e—1
, . -
lim § = .
n—too e—1

VII. Primitives et emponenﬁéﬂe

. Emeré’ié}e ‘83,

Solution

La fonction f est continue sur R, elle admet donc des primitives sur



La fonction exponentielle 217

R. On pose u(x) = 552 + 5 donc ’U;r(m) =92 et f(x) — u’(m)e"(z) +2 .

La fonction F définie pour tout réel z par LF (@) =e"* 42

est une

primitive de la fonction f sur R.

Solution
La fonction f est continue sur ]O;—i— oo[, elle admet donc des primitives

sur JO i+ oo[. Pour tout z & ]O.;—+ oo{ on pose u{(z)=-—+1 donc
z :

v (z) = — et f@=-u'@e”. La foriction F définie par’

F(r) = —e*

est une primitive de la fonction f sur ]OH— oo[

FEgxercice 85. -

Solution

La fonction f est continue sur R, ‘e‘lle'. admet donc des primitives sur

Tz z ’
R.Ona: f(:c)=-67+5ex +——1-;=e.52+5?-|—e“”.
e T

€ €

Une primitive sur R de la fonction z — % est la fonction z — —e°",

Une primitive sur R de la fonction & e~ est la fonction 2+ —e= |

Donc la fonction F définie par ~-~F=(¢)=leez—e‘x +5z| est une

primitive de la fonction f sur R. ,

FExzercice 86.

" Solution

La fonction f est continue sur R, elle admet donc des primitives sur
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R.Ona: f(@ =

Une primitive sur
Une primitive sur

Une primitive sur

Donc la fonction

L’analyse

3z—~1
e

632

ex—l
63x

=1

— g3l et

—+

63::

R de la fonction z+— e 2* ™ est la fonction

-2z-1

rr— ——€

3z

R de la fonction z +— 5¢™°° est la fonction

T ——e "

R dela fonction z e est la fonction

-1 T
T € XT =—,
€

T

€

1 .. 5
F@) = 58'2""1 —56“3’ + est une

F définie par

primitive de la fonction f sur R.

Solution

_Ewercice A 87.

La fonction f est continue sur R, elle admet donc des primitives sur

R. Pour tout réel z, on posé v@)=€e"+5. On a uw@ >0 et

u' (@) =e".

Comme

F@ =1 (e +5)

—Solution

.f () = ffigfiz
u(z)

la fonction F  définie

par

est une primitive de la fonction f sur R.

Emércice 88.

° [ est continue sur R donc f admet des primitives sur R.

On pose u(z)=3—z.0n a v (@ =—1et fz)= —u' (@)e*® donc une

primitive de la fonction f sur R est la fonction F définie par :

o f@ =&

3T :

|F @) = -

()2

T

= e2 .

f est continue sur R, donc f admet
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. 1
des primitives sur R. On pose u(a:):f—. On a w@== et

f@ =2u"(2)e*™ donc une primitive de la”fonction f sur R est la

fonction F' définie par F (z) = 2¢*® =22 soit

F(z)= /e |.

Ezxercice 89

° [ est continue sur R, donc [ admet des primitives sur R.

On pose u(z) =2° ~ 22+ 7. On a u'(2) =52 =2 et f(z)=u'(2)e"®.

Une primitive de la fonctlon fsur R est la fonctlon F deﬁme par :
IF(-’I}) - 6 —2z+‘l

° f est contmue sur R, donc f admet des pr1m1t1ves sur R, -

On pose u(zy = 2z° + 4. On a u (:z:) 6:1: et f(m) = %u (a:)e""’ donc»" ‘

une primitive de la fonction f sur R est la fonction F' définie par : .

F() :_5__6223+4 )
6.

. [ est continue sur R, donc f admet des pri;mitix'}eé sur R.

On pose u(z)=7e*+3. On a, pour tout réel =z, u(z)>0 et N
; ‘

u'(z) ="7e®. Or f(a:)=-5—>< U @

: 7 u(m)

sur R est la fonction F définie par:

donc une primitive de la fonction f

F) = —gln(w +3)|.

Ezercice 90.%
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Solution

J est continue sur R, donc f admet des primitives sur R. On a

1 e"+1—¢° e’
(= - = ~ =1-— .
e"+1 e” +1 e’ +1 ‘
On pose u(z) =€e* +1. On a, pour tout réel =, u(z)> 0 et u'(z) = e°,
/ ) .
Ainsi f(z)=1-— v ((a:)) donc une primitive de la fonction f sur R estla

fonction F' définie par |F(z) =z —In (e + 1)].

VIII. Equations différentielles

On rappelle que les solutions sur R de 'équation différentielle y’ = ky

sont les fonctions z — Ce® ot C est une constante réelle.

Les solutions sur R de l'équation différentielle v =ay+b (e = 0) sont

. b : ~
les fonctions z — Ce®™ — = oit € est une constante réelle. -
7. .

Exercice 91.

S’ofutzoh

° . _(y' + 3y = O) = (y' = —Sy) . L'ensemble des solutions de cette

équation différentielle est ’ensemble des fonctions [ définies sur R par

f@=Xe*| ot A\ est un réel quelconque.

5 ' ‘ ‘
° (zy’ ~ by = 4) oY [y’ = Ey + 2] . L'ensemble des solutions de cette

équation différentielle est 1’ensemble des fonctions [ définies sur R par

5
5 4
f@ =2xe? — = ou A est un réel quelconque.

Fxercice 92

L’ensemble des solutions de cette équation différentielle est I’ensemble
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des fonctions f définies sur R par [f(z) = Xe** w-g- ou A est un réel

quelconque. La condition initiale donne f(0)=2 donc Ae° — g =2 soit

A= % L’unique solution est donc @ =_—;—ezx — é .

- FEzercice 93,

§olution ) o
L. Soit f une solution de (E).
Pour tout réel -z . fla = =3f @)+ 49: +1 et .comme les fonctlons

T— —3f(2) et T+ 4z +1 sont dérivables sur R; la fonction f’ est
aussi dérivable sur R et f7@)+3 f (#) =4. La fonction - £/ est donc‘
solution de I'equatlon d1fferent1elle (EI) oy +3y=14.

2. Les solutions sur R de (E1>’ v +3y=4 sont les fonctions
T A% -}—:;)4— ou A est une constante réelle.
e Si f est une solution de (E) alors f’ est une solution de'(El)

donc il existe un réel A tel qué fla@ = Ae™® + %,L_ Donc
f(z)=~§6‘3”+§x+K avec KeR.

Comme f est solution de . (E); Fl@+3f@)=4z+1 donec
1 A

§+3K:1 d’onr K=¥g. En posant O=i—§, on - a
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4 1
f@==-z—=40Cc%.
3 9 ‘
o FEtudions la réciproque. On pose, pour tout réel z ,
f@ =—4—m -—}—JrC’e‘32 avec C € R.
' 3 9
: A L 4 lom 1
On a alors f/' (@) + 3f(z) = —3Ce™* +-§+3Ce : —{—43:—5 =4z +1.

donc f est une solution sur R de (E).

Finalement, les solutions sur R de (E) sont les fonctions

T = —gm — —;— + Ce™®| ot C est une constante réelle.

3. Soit f une solution de (E) telle que f (0) =1, alors il existe un réel

C' tel que f(x)-%x—%—{—@”a“.'

(fO)=1)« [C’ —~—é = 1} [C’ = —192} . La solution de (E) telle que

f(0)=1 ést la fonction défmie_éur R par |f@ =£-$ —= 73,

Edercice 94.

Solution

1. Pour tout réel z, g(@ =2X. g est solution de (E) =i, et
seulement si, pour tout z appartenant & R, ¢ @+4g(z) = 3¢75=

Or ¢'(z)+4g (@) = —5Xe™™ +4Xe™® =~ donc )\ = —3.

‘Ainsi la fonction définie sur R par |g(z) = —3¢™*| est une solution de

l'équation différentielle (E).

2. Nous avons les équivalences suivantes :
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(f solution de (E)) &= (Vz eER, fle)+ 4f @) = g’ () + 4g(x) ) .

( solution de (E)) « (Va: ER, f'@—g'(x) +4f (z) — 4g(@) = o).'

(
(f solution de (E) @(VJ:ER,(f-’g)/(:c)+4(f~—g)(:z:):O), '

)
(f solution de (E)) (f — g solution de (E").
3. Ona (E") y' =—4y.

Les solutions sur R de (£') sont les fonctions & — Ce™4* o C est une

constante réelle. ,
4. D'aprés les questions 2 et 3, f est solution de (E) si, et seulement

si, f(2)— g(z) = Ce“f”’ done f(z) = —3e5° + Ce™*"

}iH —3e™* 4 C’e“gf ot C est une constante réelle.

Les solutions sur R de l'équation différentielle (E) sont les fonctions

Ezercice 95,

Solution

1. Les solutions sur R de (E) sont les fonctions ou C est

une constante réelle. , .

2. Soit P un polynéme du second degré : P (z) — qa:g +bz 4+ ¢ on a,
b et c sont trois réels, ¢ = 0. On & P'@) =2az+b. P est solution de
(E ’)ms_i, et seulement si, pour tout réel T, P'(@)—3P(z) = 32% -9z

P'(z) =3P (z) = —3az° +(2a—3b)z+b—3¢ donc il suffit de prendre

—36123 aq — —

26-3b=-2 & {p =0 . est une solution de (E7).

b—3c=0 c=20

3. (f solution de (E")) @(\‘/xe R, f'(x)—3f @) = P'(z) — 3P (z) )
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(f solution de (E‘)) @(Vm € R, (ffP)/ @ —=3(f-P)@ = O).

(f solution de (E)) <« (\7’:1: eER,(f-P))y= kesz)‘

Les solutions sont les fonctions définies sur R par f, (z) = ke®® — .

4. La courbe passe par le point de coordonnées (1,*2) donc il existe
un réel k tel que f (@) =ke®” —1° et f(1) =2

(ke —1=-2) & (ke* = —1) & (k= —¢*).

f (@) = —e* —2*. Une équation de la courbe est |y = - — g%

FExercice 96.

Solution

1. (f solution de (E)) < (v:c eR, @ —T7f @)= o) .
(f solution de (E)) & > (Vo e R, F/ ()= TF (@) =0).

(f solution de (B)) & ( F solution de (E,)).
2

2. Les solutions sur R de (El) sont les fonctions z +— Ce™ ou C est

un réel quelconque D‘apres la questlon 1, les solutlons de (E) sont les

primitives des fonctlons solutlons de (El) Si C est un reel quelconque ‘

o .
alors A :—77 est aussi un réel quelconque. Les solutions de (El) sont
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donc les fonctions ou A est un réel quelconque. Les

solutions de (F) sont donc les fonctions z +— Ae™ + B ou A et B sont
deux constantes réelles.

3. Soit P(z) = az® + bx* + ct+d ol a, b, ¢ et d sont des réels,
(azO)b. Comme P(0)=0ona d=0. '
Pour tout réel z, P’ (z) = 3az® +2bz + ¢ et P"(z) = Baz + 2b .

Comme P est solution de (E')pour tout réel T,0na:

(P”(x) - TP () =" + l) (6az + 26— 7(3@3: + 2bz + c) = :v2 + 1)
(P"(z)— TP (z) = 2* +1) & (~21as’ —f—(6a-14b):c +2%—Tc=zx +1)

Pour determmer le polynome P, 11 suffit de prendre :

» o= L
—2la =1 : 21 , : S
SV P PRSP s e
7 49 21 . 49 343
C = = —
T 343

4. On a les équivalehces suivantes : o )

(f solution de (£) « (Vo € R, " @~ 7f’ @=P'@-TP'@ |.
(f solution de (E—’)) D= (v:n eR,.f" (a:)_ — (@) ~ TF (@) + TP (z) = b). o
f solutlon de (E") < (Vx eR, (f—P) @) — 7(f P) (z) = O)

(

(f solution de (E ") < (f — P solution de (B).

5. D'aprés les questions 2 et 4, f—P est une solution de (E") si, et
seulement si, pour tout réel z, f(z)— P(x)= Ae™ + B ou A et B
sont deux constantes réelles. Finalement. les solutions de (E') sont les

fonctions f définies sur R par:

1 1 |
Aemm—gp L2 81 o]
f@)=Ae” —ma —— YT

6. "Soit f une solution de (E). Il existe deux réels 4 et B tels que,

pour tout réel =, f(z) =Ae™ ——z° - ——z+ B.

flaxy="T4¢e" Bt iatrd
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[ =2  [A+B=2 -, _ 2401 _ 2400 _
2350 51 2350 ©1 ' 343 = 2401
lf 0= T34 313 |A+B=2 |B=1

2350
La solution de (E') telle que FO)=1 et f(0)=

définie sur R par |f(z) = e7f

Solution
-1. Onpose F=j'

( solution de (E)) « (Vs e R, @ + 5 flay= o).
(f selution de (B))  (Va € R, F' @)+ 5F z) = 0).
(f solution de (E)) « (F solution de (B)).
2

est la fonction

. Les solutions sur R de (E1) sont les fonctions z +— Ce™* oy ¢ est

un réel quelconque D'aprés la question 1, les solutions de (E) sont les

primitives des fonctions solutlons de (E ) Si C est un réel quelconque,

alors A= 5 est aussi un réel quelconque Les solutions de (El)

donc les fonctions T —5Ae 5 ou A est un réel quelconque.

sont

Les

solutions de (E) sont donc les fonctions Lﬂ_:J—> Ae™ + Bl ou A et B

sont deux constantes réelles.
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3. Pour tout réel =, g(z) = acos (z) + bsin(z)

9’ (z) = —asin(z) + beos(z) et g"(®) = —a cos (z) — bsin ()

g est une solution de (E') si, et seulement si, pour tout réel z, on a:
9" @ +5¢"(x) = 26 cos (2) < (5b — a) cos (2) — (b + 5a)sin (z) = 26 cos (z)
50 —a =26 {a-56~26 {az-—l'

D il suffit d d
onc il suffi eprenre{b+5a._o 26b —5x26=0 " |b=5

Fmalement Lg (z) = —cos(z) + 5sin (m)]

4. Ona lesequlvalences suivantes : ‘

(f solution de (EY) . (V:v.e R, f"@+5f @) = g"@) + Sg'(x)). ‘

(r solution de (E9) P (Vx' €R, '@ —g" @ +5f () ——"5g'(:c‘) = 0).

(f solution de (E")) « (Va: ER, (f=9) @ +5(f —g) @ ;‘o) .

(f solutlon de (F )) & (f — g solution de (B)).

5. D'aprés les questions 2 et 4, f—g est une solution de (E) si, et

seulement si, pour tout réel z, f(z)= 9@ =A™+ B ot A-et B

sont deux constantes réelles. Finalement les solutions de (E') sont les

fonctions f définies sur R par Lf () = Ae™ + B — cos(z) + 5sin (x)] .

6. Soit f une. solution de (E"). 11 existe deux réels A et B tels que,

pour fout réel z,ona: f(2)=Ae™ + B — cos(z) + 5sin(z).

Ona: f'(z) =—54e™ +sin(z) + 5cos(x) . -
FO) =0 [A+B-1=0 ([Ad=1
{ '(0)=o©{5;514=0 ‘:’{Bzo ‘

La solution de (E") telle que f(0)= 0 et f/(0)= 0 est la fonctlon f

définie sur R par L(a:) = e — cos(z) + 5sin (‘I

IX. Symétrie
. Aze de symétrie -

Fxercice 98
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Solution

| 4 5 |
1. Pour tout réel z non nul, z° +41—5 =72 {1—}———-——-—2—) donc
z I
lim (m2 + 4z — 5) +co'et lim- (x + 4z — 5) +o00.

Z—+00 T—~—00

De plus Xlim e* = +0o donc d'aprés le théoréme sur la limite de la
— oo

composée de deux fonctions | lim f(z) = +oo| et - lir+n f (@ = +oo].

2. La fonction f est dérivable sur R. On pose u () = z° +4z -5,

% (30——21"*"4 et f (:L‘):u (z)eu(z) dOIlC f (x)_2($+2)ex+4z~—5 .

f! (:c) est du signe de 2z + 4. On en déduit :

o (f (-T)‘—O)(:}(z-——-Q) |

e (fl@<0)e (z<-2).

° (f(:c)>0)®(:z:> —-2).
[ est strlctement decrmssante sur ]——oo;~—2} - et f est stricteme_n-t
croissante sur {-2;—{-00[.
3. Meéthode du changement de repére.

On effectue un changement de repére en prenant Q(——Q 0) pour

nouvelle origine. On appelle (m,y) les coordonnées de I/ dans le repére

(O,z, j) et (X Y) les coordonnées de M dans le repére (Q,z, j).

-2 X
vl

-0
Pour tout point M du plan, on a OM =0Q + QM . En égalisant les

T
OM (y] , 00

}et QM

coordonnées des vecteurs, on obtient les formules de changemer_lt de
le=X -2
repé‘re'y:'-Y <M($y)60) (zeRetf(x)—y>

(M (2,9) € Cle(XeRetf(X-2)=¥).
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(M(a:,y} € Cf) & (X ERet ¥V = exz_9> .

On pose g (z) = ¢* - L’ensemble de ‘définition-de” ¢” est” D, =R qui est’
centré en 0 (si z ¢ D, alors —z € Dg). D’autre part, pour tout réel z,
gD =" =" = g (). . |

La representatlon graphique de f dans (O,Z?) est la représentation
graphique de g -dans (Q,i', j) Or la fonction g est paire, donc la
représentation graphique admet l'axe des ordonnées comme axe de
symétrie. Cet axé a pour équation X;: 0 déns (Q,ZT) et pour
équation = = —2 dans (O,;;) La droite (D) d'équation z = —2 est.
l'axe de symétrie de C - ‘

Méthode utilisant les formaules. )

Si, pour tout z appartenant a E (syme‘trlque par rapport a a)
fRa—z)= fz) alors la courbe representatxve de f admet la dro1te
d’équation = = a comme axe de symétrie. ‘

Pour tout réel z, f(2 X (—2) — :E) = gt it 6524'45_5 = f).
Autre formulation : Si, pour tout appart'éné,nt a{ R tel que a+z
appartienne & £, (syme’rrlque par rapport & a) f(a—{—m) fla—o
alors la courbe représentative de f - admet la dr011:e d’équation’ z = a
comme axe de symétrie.

Dans notre. exercice, il suffit de montrer que, pour tout réel =z,

f(~—2—~:1:):f(—2+m).
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v Centre de symétrie -

Exzercice 99.

Solution

1. Limite en +oo. Pour tout = non nul, on a:

. 3
e+ 243
— — € dédu : -
f@ = = T On en- déduit que Il_ﬂl;f(m) =2/.
e’ |1~ -~ 1-— 7
e e
\ : s ,
Limite en —co. lime* =0 et limgg—j_— = -3 (car la fonction
T——00 X-0 X —1 . i )
2zt est continue en Oj donc [Tim f (@) = —3].
T — T——00

2. On a: linol(ex—l)=0+ car si £ >0 alors e >1.

De plus lirg;r (2e® + 3)=5 donc lirg;r f @ = +o0f.

lim (e* —1)= 0" et lim (2 +38) =5 donc [Tim 7@ = —oo|.

z—07

3.  Asymptotes.
0 lim f(z)=2 donc C, admet la droite (D) déquation y=2

T—+00

comme asymptote horizontale au voisinage de +oo.

IT——0Q

° lim f(z)=-3 donc C, admet la droite '(D") d'équation yv: -3 -

comme asymptote horizontale au voisinage de —co .
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° lii’q f @ =+oco donc Of admet la droite (A) d'éqﬁation' z=0
comine asymptote o .
4. f est dérivable sur R et, pour tout réel non nul T,
2e” (e —~1 2e” + 3 —5e”
f/( ) ( ) ( ) €

(€ -—1) T (ex—l)2

Pour tout réel non nul z, f/(z) <0 .

La fonction f | .est' strictement décroissante s.ur }—oo‘;()[ et sur JO;*OO{ .
5. On effectue un changement de repére en prenant {) pour nouvelle
origine. Pour tout point M du plam, ona: OM =00 +QM .
On appelle (a:,y) les coordonnées de A dans le repére (O,_i ,?) et
(X ,Y) les coordonnées de M dans le repére (Q,; ,7) ‘
z __, 0 - X
OM [y}’ 0;9) 1 et QM vl
o ' =X
Les formules de changement de repére sont 1 L
y=—--+Y
.2
(M(a:,y) C’)@(;EE_R* et f(a:)zy).
€C;

(XGR et f(X) = —~;-+Y).'

* \ 6X +1
-(M<$;y)€-0f)<:>[XER_et YZEXeX—l . |
. 5(e” +1 '
Pour tout z non nul, on” pose g(x)zgé—c;x—_*——l)). L’ensemble de
6 P—

définition de ¢ est D, =R’ qui est centré en 0 (si z€ D, alors
—z€D,). D'autre part, pour tout . réel z,

5(e”+1)  5(e” +1)e” 5(e”+1) -
2 ~1) 20 -1 2(eF-1)

La représentation graphique de f dans <O,Z_T7) est la représentation

gz =

graphique de ¢ dans (Q,Z?) Or la fonction g est impaire, donc la

représentation graphique admet Dorigine, Q, comme centre de symétrie.
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Méthode utilisant les formules.
Si, pour tout z appartenant a P (symétrique par rapport & a),

f(2a —z)+ f@
2

point ) (a,b) comme centre de symétrie. .

=b alors la courbe repréééntative de f admet le

Awutre formulation : si, pour tout z appartenant a R, tel que a4z
appartienne a-  E (symétrique ' vpa',r rapport 3 a),

f(a+x)+f(a~a:)
5 :
point €2 (a,b) comme centre de symétrie.

=) alors la courbe représentative de f admet le

: 27" +3  2*+3
f(2><0—z)+f(a:>= e —1 @ e _1

Pour tout réel non nul z , 5 5 soit
F@X0—z)+f@ 24"+ '
2 ——2(62—*1)(8_3:—1) )
f@Cx0—z)+f@  —(€ —1)(e™ —1) _ 1
2 2(e" —=1) (e —1) 2’

On en déduit que {O,———;—} est centre de symétrie.
g--
8._
7--—
6--
5_.
2

y=2 T
1..—
5 b 3 2 A 9t 1 2 3 74 5

2o+
M y=-3
-5+
&+
<7+
-8+
o4

Courbe représentative de f et centre de symétrie
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X. Probléemes

o Erxercice 100%T 0 v o o
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Solution
Partie A

- o . 1 .
1. Pour tout z, € }O;—i— oo[ ,’la-fonction- z + — — est continue en z, et
, : : T
o 1 : -1
la fonction z +— e® est continue en — — donc la fonction z+s e z est
0

continue en z, (composée de fonctions continues).  La ' fonction

' : L
T+ o+ 1 est continue en z, donc la fonction z +— (z+1)e = clest-a-
dire f est continue en 7, (produit de fonctions continues).

Finalement, la fonction f est continue sur ]O s+ oo{

1 ‘ .
Continuité en 0: lim—==-—0co0 et lim ef = 0 donc d'aprés le
z—0F T X ——00 .

1
théoréme sur la limite de la composée de deux fonctions lime =z = 0.

z—0%

Comme xli%}r (z4+1)=1 on a }g%} (z+1) e—i _ 0 soit 333 f@ = f(0).
f est continue en 0.

2.. Pour tout z, € }0—}— op{, la fonction -z - e—i est dérivable en z,
(composée de fonctions dérivables) et la fonction =z z +1 est

1
dérivable en z, donc la fonction z— (z +1)e = clest-d-dire f est donc
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dérivable en z, (produit de fonctions dérivables).
Finalemel}t,_ la fon(_:fgiqn J est, dérivable sur }Oiﬁ' oo[.
Dérivabilité en 0 : pour tout z strictement positif,

f(:c)—-fm):f(z):(xﬂ)e‘i:e_g IR [ 1 nz].

T oz T ‘ T

1
lim—-l—:-—oq et lim Xe* =0 donc lin}r{~—l—e ’”]zO.

z—07 x ——00 z—0 T
_1 x> — (0
D’autre part lirg_lF e = =0 donc li%;r M =0,
T— T T

‘La fonction f est donc dérivable en 0 et i =o|.

.1 . . .
3. lm——==0 et }Ylm ef =1 (car la fonction exponentielle est
=400 —0 . . .

1

continue en 0) donc lim ez =1. Comme li:ll (z+1) = 400 on a
T—+C0 =400 ) . ) ) T

IiIEl @) = +ool.

1 1

4. Pour tout xe}O;—}— oo[, flimy=1xe* +—1?><-(x+1)e“;.
. )

RPN S e— 1
. 2 1 Tz

5. Pogr tou’c‘» ze }0;—}00{ , x2+cc +1>0- donc f'@>0 et
F(0)y=0.f est strictement croissante sur {O P oo[. _

| Partie B
1. Pour tout u € [0;-{-. oo[, o'y =—(Ixe™ —Ix(u+1) xe™).

o (u) = ue™

2. Pour tout u e {O T4 oo[, —u < 0. Comme la fonction exponentielle

est croissante e < e° clest-a-dire 0 <e™ <1 donc 0<ue™ <y soit

ID < go'(u)‘.<__ u} )

3. La fonction ¢ est croissante sur [OH— oo{ (ue—" > D). Comme
©(0) =0, pour tout u e [0;—{— oo{ , 10 < @@)|. (on pent méme dire que

sl u >0 alors 0<(u ; cela servira dans la partie C).
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- o2 v
On pose g(u)zfp(u)——%—_ pour tout uE{O;—%-oo[.

Ona: gw= gb' (u)—u. D'aprés la quesfion 2, o' wy—u< 0 donc g

est décroissante sur [O e oo{. Comme ¢(0) = (0)—0=0, pour tout

2

uG{O;—{-oo[, g @) <0 donc cp(u)é%—.

o —
Conclusion pour tout u e'[O;—I—,'o'o{, 0<p@w) < %— (1).

Partie C
i. Pour tout >0, 1 € }O e oo[ donc d'aprés l'encadrement (1),

1 1 1) -L 1 ' L 1
z 2z . ). 2x° . p 2z

donc OSx—f(a:)ﬁ-L .
2z

2. On pose, pour tout réel z, £(@) = f(z) —z donc f (@) =2+ @)

1
d'aprés 1'inégalité précédente : 0-< —e (@) < -5—— = o <e@L0.
. 1 L. : o
De plus, lim—-—=0 donc lim e(z)=0. Ainsi la droite (A)

sotoo O 400

d'équation y = z est une asymptote oblidue a la courbe C.

Position relative de C et (A) : pour tout z >0, F@w—g =e(@<0.
C est donc en dessous de (A) sur [O,—i— oo{ C et (A)ont un point en
commun, l'origine.

3. La fonction f est continue et strictement croissante sur {O;—l—oo{, ‘
f(0)=0 et Igglw f @) = +co donc l'équation f(x)=15 admet une

seule solution. La calculatrice nous donne f(5.08)~4.993 et

7(5.09) ~ 5.003 donc si on désigne par « la solution de f(z) =35,

encadrement de o d'amplitude 107 est [5.08 < o < 5.09].
Partie D

(a2 +a -+ 1) e_,%

2
a

1. Ona : f@=(a+1l)es et fla)= . Une équation

de la tangente est donc y = f'(a)(z —a) + f(a).
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1 (a2+a+1)(as—a) T '(a2-%—a+1)e—é e%
y=(a+1e -+ —— e . ly == - Tz —
a . a a
2. Intersection de T, et I'axe des abscisses.
) L _1 1
(a +a+1)e“ e e : a’e ¢ a
a® $—7=0 e B > +a+1|
’ (a —l—a—i—l)e“
a
T =——.
a” +a+1
(10]. ,(20) w52 ).
3 s\13 13
| 1. 1 .
4. Pour tout ¢ >0, 2‘11 :1-{-_Ta+2: 5 - 7
1 @+ a’ - i
EESREETET AT

a . . Q

donc'|B. = B |.

Partze E

o’ Au point d'abscisse 0 la tangen‘te est horlzontale car f/(0)=0 et

comme f{0)=0 son equatlon est |y = 0.

o -Au pom‘fA d'abscisse 1, une équation de la tangente est

3 11
Yy=—z—=.
e e

1 2 3

Courbe représentative de f, asymptote et tangente
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Exzercice 101

Solution

Partie A

I. Pour tout réel z, on a f(z) = ze* (-;— Te® — ¢ —{-1},

T——00 L0 T—~00

On sait que lim ze® =0 et lim e° = 0 donc¢ lim (éxe” —e’ + 1} =1.

De plus lim—z=+4c0 et lim f = +oo donc lim e = —l—éo

Z—+—00 X—+o00. T——00

(théoréme sur la limite de la composée de deux fonctions) donc

lim ze™ = —0. Finalement, on obtient :
Iim f(2) = —0].
1
2. lmz —r= 3;2{1__1_] donc lim [~$2 ——3:} =+00.
2 2 =z z—+oo{ 9 . .
lim —2=—-c0 et lim XeX =0 donc lim —ze =0.

Z—+00 X—a—-0 - T—+0o0
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Ainsi lim izz—x—(—-ze_z)} 400 et | lim f(CL‘) +o0].

::—H—oo A I—H—oo

3. Ona h(a:)‘-f(:z:)—g(:v)—-:ce ‘ et on a vu que hm ze™* =0 donc

T—+400

lim A (z) = 0.

=400

Comme f(2)=g@ +h(z) avec Hlm h(z)= 0, la courbe C, est une

=400

courbe asymptote & la courbe C ;-
4. f@—g@ = h(:z:) =ze " et h(a:) est du signe de z, donc Cff est
en dessous de C, sur }—00;0[ et C est au dessus de c, sur ]O;-{— %) [

Les deux courbes se coupent au point d’absc1sse 0.
Partie B

1. f est dérivable sur R et, pour tout réel z,

fl@y=z—-1+¢ —ze =z-1)—e*(z-1) = (z-1)(1-e7).

2. Ona(l-e">0) e (1>e7) & (¢ >1) < (z>0). .

T —1 - - 0 +
1—¢" - 0 + +
f' @ + 0 — 0 +

f est striqtement croissante sur }—OO;OJ et sur {1 i+ oo[
[ est strictement décroissante sur {O ;1] .

3. Pour la fonction g,ona: g’ (@ =z-1 donc :

g’ (@ - -0 +
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On utilise le signe de f () déterminé dans question 2 de la partie B

pour obtenir :

2 —00 0 1 “+00

fla | - o - 0+

10

Représentation graphique des fonctions f et g

Fxzercice 102.
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Solution

Partie A

1. Pour tout wu appartenant & [1;+ oo{ , @ W =¢"—2u et
o () =e* —2. | |
u >1 donc e* > e car la fonction exponentielle est croissante.

Ainsi e*—2>e—2>0 et ©"@W)>0 donc ¢ est strictement
croissante sur [1;—!— oo{ . Ainsi si w>1 alors ¢ (W) >¢'(1) et comme
e D=e—2>0 on a @' (u) >0 et donc @ est strictement éroissante

sur [1;—{— oo{
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2. Comme ><p estbstrict'eme'r‘lt Acroissante sur {1;—%- oo[ si u>1 valors

X)) > (1) or p(I)=e—1>0 donc ¢ est positive sur {1 ;—i—oo{ .
Partie B

1. Limite de f en +oo : pour tout ze {1;—}-100{,

) : 2 O z? ‘ 4 —z? 1 —2? 1
go(a:)>0®<p(m)> S e >3 Se <;1-4<:H:e <—:~C—3—.

. 1 . |
Donc si :ce[l T4 oo[ alors 0< f(@) <—. Dlaprés le théoréme des
z

gendarmes, comme lim — =0, ona |lim f(z)=0|.
=400 T—+400

) 1
Sans la partie A : pour tout z >0, f(z) = ——-—-(—:Bz)ve"Iz .
z—400

lim (—952) = —o00 et X].im Xe* =0 donc (‘théOf_éme sur la limite de la

T—++00 T—+00 x

composée dé deux fonctions) lim (-—m2e'$2) =0. De plus lim {—-1—] =0

donc | lim f(z)=0|.

T—4co

2. La fonction 7+ —z® est dérivable sur {O;-}— oo{ , la Afo_.nction

zz

T e est dérivable sur [O;-{- oo[ comme composée de fonctions
dérivables etv enfin z — ze™® , Clest-a-dire 'f, est dérivable sur [O - oo{
comme produit de fonctions dérivables..l .

Pour tout ze {0 i+ oo[ , iy =e® —27% " = (1 — 2x2)e’$2 , donc
/@) est du signe de (1 — 2:1:2) car €% >0.

)

(1—29:2=0)41)[:U=———\'/z ou T =-—1|.
2 2

“+c0

1—27% |1 +
fla |1 +

0. Z
2

On en déduit que f est strictement croissante sur et
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. . 2
strictement décroissante sur !—2—;—}— oo .

» 2
@ + 0 -
f / 2’ € \
0 : 0

3. f est dérivable en 0, donc oF admet au point d’abscisse 0 une
tangente d’équation y = f/(0) (z-0)+f(0). ' R
Comme _f 0 =1 et f(0)=0 une équation de la taﬁgente (T) a C
au point d'abscisse z=0 est donc |
4. La position relative des deux courbes s’obtient en- etuchant le signe
f @) —z . Pour tout mE[O +oo[ f(m)——:z;:a:( ~ —1)

La fonction exponentlelle étant strictement croissante sur R, —z? <0

I

implique e < e’ donc pour tout z€ JO;J.— oo[', @ —2<0 et par
conséquent C. est en dessous de (T). (T) et U, ‘ont le point O en
commun. : N

Partie C
1. On utilise la partie A. Pour tout z € [l i+ oo{ ,

(pz) > 0) < (ga (z*) > O) & (ex2 > x4> & _[e‘.zz < ;17} o (:ﬁe“z < -1—] .

z

Donc si a:e[l;-—}— oo{ alors ~O§g($)§i. D'apfés le théoréme des
T

1 - -
gendarmes comme lim'—=0,ona : [lim gz = 0.
400 x T——+00

2. g est dérivable sur [O;—é— oo[ .
Pour tout z € [O;—{— oo{ g (@ = 3z%™ — 2zt = g2 (3 2z° )

9’ (@ est donc du signe de (3 — 2:1:2). Les racines du trinéme (3 — 2£L’2>
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3
z 0 3 +oo
3—2a° + 0 -
72 0 + +
g’ @ |0 + 0 -

. . . : 3 . :
On en déduit que g est strictement croissante sur 0;\/—5\ et strictement

décroissante sur {\/g ;oo

3. -Pour déterminer la position relative des deux courbes, on

étudier le signe de f (z) — g (2.

. ) ___1;2 S P
Pour tout .’rE[O;—koo{, f@ —gw@ =ze”" 2%

Le'signe de f(z) — g(z) est celui de z (1 — a:2> .

2

z |0 1 +00
z o + +
1—2o? + -
f@—g@ |0 + 6 - -

:Ax’(l — 332) e .

2

peut

C'f est au dessus de C, sur }0;1{’, Cf est en dessous de C, sur }1;—{— oo[ _

et les deux courbes se coupent aux points d'abscisses 0 et 1.

1..-

1

o é

Représentations graphiques des fonctions f et g.
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FExercice 1083,

Solution

Partie A

1. Limite en +oco : lim—z=—0c0 et lim ¥ =0 donc lim e =0

T—+00 X——00 T—400

(théoréme sur la limite de la composée de deux fonctions).

lim 2(1—-2)=—co et lim L 0 donc lim _t
I—*+Qo X ——00 X T—+00 2 (1 —_ fU)
Comme f(z) =e ™ x _t on a | lim f(z) = 0.

2(1 - 1) T4

L’axe des abscisses est donc une asymptote horizontale & la courbe c,
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quand z tend vers +co.

Limite en 1: la fonction z+~e " est continue en 1, donc

lime”:e_lzl. lim 2(1—3:)—0+ et ,lir§12(1~—93)=0_ donc

z—1 e z—1"

lim ———— =400 et hm—-}—————-z—oo. Donc |lim f(d:):—)-oo et
=17 9 (1 — iL') z—1T 9 (1 — :1;) z—1

lim f(z) = —c0|. La droite d'équation z =1 est donc une asymptote
g1t ’

verticale 4 la courbe C Py '

2. La position relative de C , et (A) est donnée par l'étude du signe de

—z ’ -z

e
@) - 0=—_ 8i z<l alors ————>0 et si z>1 alors
! 2(1—1z) ( — ) - g

-z

2(1-1z)

et C , est en dessous de I'axe des abscisses sur ]1;—]— oo{

< 0. Donc C . est au dessus de ’axe des abscisses sur }—oo;l{

3. Limite en —co : pour tout réel z non nul et différent de 0, on a :
—I , pe
=T

e
(@) = — e lm —z=+4c0 et Iim — = 4+ donc
! ~T 2(1 )  e—oeo _ : Kotoo X0
- SR » _
lim- =+4o0c0. Comme lim ————== ona |lim f(z)=
T——00 1y T =00 2(1 — _'1;) 2 ’ IT——00 f

4. La fonction f est dérivable sur- R—{1}. Pour tout =1, on a

1—2)+2e7° _, ’
PO S (CERS Sl
4(1——:1:) 2(1—1x)

. f'(z) est du signe de z.

La fonction f est strictement décroissante sur }—OO;O}.

La fonction f est strictement croissante sur [0;1{ et sur }1;%— oo{ .

Il y a donc un minimum en z =0 et f(O)::l.
T —00 0 o1 +00
@ — 0 + -+
+00 00 400
/ - N /
1.
2
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34

Représentation graphique de f -

_ i Partie B ) v '
1. Comme f@<0 si ze Jl;—f— oo[ (partie A.2), l'équation. f(z) =1

ne peut avoir de solution sur }1;-!—' oo{ La fonction™ f est continue et

v ; 1
strictement décroissante sur }-00;0}. Iim f(z) =400 et f(0)=‘2“-

1 . .
Comme 16[5;4— oo[ l'équation f(z) =1 admet une solution sur
}—oo;OJ.
La fonction - f est continue et strictement croissante sur’ {0;1{,

ﬁl‘{} f@=+co et f(0) = % Comme 1€ E;—}- co| l'équation f(r)=1

admet une solution sur {0;1[.
L'équation f(z) =1 admet donc deux solutions sur R.

2. Encadrement de o : aE}—uoo;O}, on sait que « est la seule
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solution sur ]—oo ;0}. La calculatrice nous donne f(—1.679) ~1.0004 et
f(~1.678) ~ 0.99978 donc [—1.679 < o < —1.678].

3. Valeur approchée de [ : on sait que B est la seule solution sur

{0,1{. La  calculatrice nous donne  f£(0.768) ~~ 0.99987 et
£(0.769) ~1.0032 donc 0.768 < 8 < 0.769 et ﬁ': 0.769| & 107° prés par

exces.
o e 20-8)_ . 1-F
f(B) 20—« e’ l—a’

Comme f (@) = f(,B)—-l t;é;; =1,ona eﬁ““xi:izl_.
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I. Calculs
v Somme, produit, différence et quotient

FExercice 1

Solution

1 1., 5 5
° Az—z—ln(32)=§1n(2 )zglp(Q). Az-iln(Z).

e ~B= In[%} = —In(33> =-3In(3). ]B = —-31n(3)|.
o =1n(72)~ 31n(3) = 1n(23 x8%)—31n(3).

C =3In(2)+2In(3) - 3In(3) =.3Iri‘(2)~1n(3).E’ =3mn(2) — In(3)].

o D= 51n{—j———§;—] = 5(111 (\/g) “In (\/5)) (ln 3) —1n(2)).
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D= -g-(ln (3) — In(2)) ‘.

FEzercice 2.

Solution
4 =1n(216) - 31n(6) = 1n(216) — In (6°) = In (216) — In (216) = [q].

Fxercice 3.

Solution
A:In(es)—ln<e_2):31n(e)—2ln(e)v=1n(e)=1. ‘
. : .

= 1 5 5 5
B=In(e’)+Infez|=2In(e)+ ~ln(e) = 2Iney=2. |[B=2
i I’l( ) nde 9 i -9 2 2

C =1n(2)+1n(8) +In(e) — In(4) ——In<62)l.
C=In(2)+8In(2)+1-2In(2)-2. [C =2In(2)-1].

D= 21n[-1—} —[~In (e)]2 = —21In(e)— (—,1)2 =-2-1=-3. |D=-3|.
e - :

FExercice 4.

S’oi’ufion

—;—ln (a32) = %ln

(aQ)m} =I—18£1n (aQ) =2In (az) . —é—ln (a32) =2In (ag)v .

Remarque : on peut écrire -éln (a32) = 4In(—a).

v Déterminer un ensemble de définition

FEzxzercice 5.
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Solution

x 1
La fonction In est définie sur R_ . <$ E"Ef)@ 2z —-1>0) < [m > ~] .
. 2

L’ensemble de définition de [ oest |E;= %;—}— oo{

FEzxzercice 6.

Solution

La fonction In est définie sur R:.

(mEEf)®($>Oet 2.-—3:>O\)¢)(:L'>Oet m<'2)<:>(0<a:<2),

L’ensemble de définition de f est |E, = }0;2’[

FEgzercice 7.

" Solution

La fonction In est définie sur Ri .

(a: € E._f) < (sin(@) > 0) « (me ]2k7r;(2k +1) 71'D avec k € Z.

L’ensemble de définition est E; = {]2k7r;(2k +1) 71’{ ke Z} .

- FEzercice 8.

Solution

.(mEEf)é(x>Oet In@>0) & (z>1).

L’ensemble de définition de fest By = ]1;'—{- oo{ .

Fzercice 9.

Solution

La fonction In est définie sur Ri.
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(z € Ef‘> & (z>0et In(ln@) > 0) & (ln@>1)& (z>e).

L’ensemble de définition de [ oest |E; = J’é;—{— oo{ .

Ezercice 10.*

Solution

La fonction racine est défiriie sur R, et la fonction In est définie sur

R,. (= € E;) @(m >0 et ——-—-———llzg));i > 0}.

Un quotlent est positif si son numerateur et son dénominateur sont de
In¢z)—1 o}

In@)+1° :

((ln(:v) =120 et In@ +1>0)ou(ln@ —1<0 et In) +1<0))

méme 81gne donc (

1
@’(m>e et :1:> }ou(0<:v_<_e et O<m<—1—]
€ A e

@(m260u0<$<l]
e

L’ensemble de définition de foest |E, = JO;}—{ U[e;-{— oo[
e

v Résoudre une équation

Exercice 11.

Solution

Si z est solution de l'équation (1) alors 1+ 2=1-2z et donc z =0,
On vérifie que 0 est bien solution de (1).
(In(l+2) = In(1-2z)) < [z=0].

Fxzercice 12.

Solution

L'¢quation est définie si on a: 3 +2>0 et 2-3>0 clest-a-dire si
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I

([m (In@)[ 16) & (In(In@) = 4 ou ln(ln@) = 4).

([In (In (:z:))]2 = 16) & (ln(:c) =e¢* ouln(@ = 64) .

4

([ln (In(:c))]2 = 16) = (:c =e¢ ouz= eeq) .

Les quatre solutions étant supérieures & 1, on a :

(1) & (:E =e

4 -3 3

ouz=c¢ oug=e ou x:eeq).
L'ensemble S des solutions de (1) est donc :

— -3 3 4
S={ee e e’ ;ee}

v Résoudre une inégquation

FExercice 17.

Solution

L’ensemble de définition de cé’pte inéquation est }2 ~J10;2 + \/—1_0—{ .
(in(~2 + 42 +-6) < 0) & (22 Fdr 6 <1) & (-2* +43+5<0).
Les racines du polynéme du second degré —2? + 4z + 5 sont =1 et 5
done, —z%+ 4z +5<0 si, of seulement si, € ],—oo ;— 1[ U ]5';—!— oo{ .

L'ensemble S des solutions de (1) est donc : ’

S:]Z-@;—1[U}5;2+Jﬁ{

- Ezercice 18.

Solution

L’ensemble de définition de cette inéquation est ]0;2{.

x(2——az)(z—i—4)‘
()& |ln = :

>0et0<z<?2|.

1)« ln[—é—(Z-—x)(xﬂ—AL)} >0et0<z<2

1)« %(2—$)($+4)216t0<$<2}.
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(1) o (——x2 —2z+320et0<z < 2). Les racines du polynéme du
second degré —z* 2243 sont 1 et —3 donc —z% =22+ 3 >0 si, et

seulement si, z € [—3;1]. Les solutions de (1) ne peuvent étre que dans

}0;2{ , donc (ln(x)—i—ln.(Q——a:).-l— In(z +4) >1n(5z)) & (a: E]O;lD.

L'ensemble S des solutions‘de (1) est donc |S = } 0;1} .

Fxercice 19.

Solution

L’ensemble de définition de cette inéquation est }-.4 1_3;— 5[ U }—4;—{— oo{ .
(D)« (2 +92+20<2+18) s (2 + 82+ 7 < 0).
Les racines du polyndme du second degré 2 +8z4+7 sont —1 et —7

donc $2+8w+7<0 si, et seulement si, :UE}—~7;——1{.

L'ensemble S des solutions de (1) est donc |S = }—— 7,—5 [ U ] —4;— 1{ .

FExercice 20.

Solution
L’ensemble de définition de I’inéquation est ]0;1[ U ]1_;—{— oo{.

On pose X =In(2) linéquation (1) s'écrit X — -—-)-lz > :;i

. ' 2 .
—3X -2 .
(X L > —32-] = [u_._ > 0] . On  étudie le  polynéme

X 2X
2X% —3X — 2. Son discriminant est A = 25 , ses racines sont 2 et ——1—. ‘
1
X —o - 0 2 +o0
2X> —3X -2 + 0 - - 0
13 -0 o+ ” — 0
X 2
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Donc [X--)—I{—> g) @[X € ]——;;O[UP;Jr oo” Comme X =In(z).

In(z)—

>-?l<:>-~1—<1n(:£)<0‘ou 2<ln(z)].‘
Inw 2 2
3 1 )
In(z) — >~ l—<zrz<lou e < z|.
In(z) 2 Je .
3 11 )
In(z) — >—ts |z —;1Ule*;+ ool |.
In(z "~ 2 Je [ i+ []

L'ensemble S des solutions de (1) est donc |S =

—}—;I[U]e%—i—oo[.

e

Ezercice 21.%%

Solution

Sz +1 :
et s=3. L’ensemble de validité de I'équation (E) est donc

(13}

° Suppression_' des valeurs absolues. .

L’expression

dr A . . . ~ 1
doit &tre un réel strictement positif donc z = 3

z —00 _1 -3 -|—c>o,}
z—3 : + ~ 0 +
5z +1 '
z—3 z—3 3—z -3
in In In : In
5z +1 Sz +1 S5z +1 Sz +1

On en déduit :

S ~oo;—llU],3;+oo[ 1z e
(B) = > O ou

ln(;:__fl]—ln@) >0 (1) 1§[53“x1]~1n(2)>o | () "

e Résolution de (1) sachant que T €

oo———{ 3+c>o
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—_ Sim<—:r)l—alors 52 4+1 <0 donc :

(1)®[fi22}@(z—3g10x+2)®(9z2—5)¢> s> -2
S5z 41 9
On a ——5—<—l donc z € ——é ~1[
9 5) 9 5
— Si >3 alors 52 +1> 0 done :
(1)©[$—3 22]®($—3210$+2)<‘\:>(9{ES-5)<:>‘.’ES———5—,
Sz +1 ‘ » l 9

Ainsi, 'inéquation (1) n’a pas de solution si = > 3.
) q

z €

—o.o;——%[U}‘BH—oo[

L’ensemble- des solutions du systéme est

1‘:1('?”.“3}_~1n.(2) >0

- 5z +1
donc |5 :{-—g;——l{ .
9 5
e Résolution de l'inéquation (2) sachant que z € ———;—;3 (
Size —%;3 alors 5z 41> 0 donc :
(2) @‘(—3:122 & B-2210z+2) & (1iz<1) & 'mlgi».
Sz +1 11
T E}———l—;S[
; : . 5 11
La solution du systeme 3 est |S, = ——;—||.
ln( ‘m]_ln(z)zo 5 11
5z +1

e Solution de I'inéquation (E). 7
L’ensemble solution de I'inéquation (E) est S=8,US8,.

s:[~§-~l{u . 1}.

5'11

V' Résoudre un systéme d ’égquations

Exercice 22.
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Donc (X—i>§] @[XEJ~—1~;O
X 2 2

U }2;—}— oo” . Comme X =In(z).

In(z) — >—3— = ——1—-<1n(a;)<0 ou '2<1n(:v)].
Int@) 2 2
3 1 ' 5
In () — >—lS|l—<zrz<lou e <zl.
Inz) 2 Je
3 1 5
In (z) — —le|ze|l—;1|Ule";+ .
In@) 2 */5.{ } OO”

L'ensemble S des solutions de (1) est donc |S = ]—}:;1[ U }62 i+ oo[ .

Exzercice 21.%%

Solution

L’expression

» o . 1
doit étre un réel strictement positif donc £ = —=

b5z +1

et z=3. L'ensemble de validité de I'équation (E) est donc

(13}

o Suppression des valeurs absolues.

. 1
z —00 —-— 3 +00
z -3 + — 0 +
5z +1
In z—3 ln{:v——i%] ln(‘?-—x.] ln[x——S}
S5z +1 Sr+1 S5z 41 S5z +1

On en déduit :

5 o :ve-—oo;-——l— U]3;+o§{ ) '.xe ~~;—;3{ |
-1n[é“T3i]—1n(2),>_o' (1) ln[s—?’m“jl]-—l'n(zz)zo )|

°  Résolution de (1) vs',ac‘hant que T € |— oo;——é{U} 35+ o0 [
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— Si :c<——1galors 52+1 <0 donc:

- 5
(1)@[:6 3 22]@(x——3g10m+2)@(9:52—5)@ z>——|.
5z +1 7 9

On a : —é<—-1- donc z € —-ﬁ;——l—[

9 5 5

— Si x> 3 alors 52+1>0 donc :
(1)@{$_3 22}@(3:—-—321%7‘—&-2)@(9:{;§—5)<:> zg——é.
5z +1 ‘ 9

Ainsi, I'inéquation (1) n’a pas de solution si z > 3.

T E} —oo;—%[U}BH»—oo{

I’ensemble des solutions du systéme. §- { est

r—3
nl—
5z +1

]'-m(z)}_o

donc |5 :[—ég-—l{ .

—}-;3{.
5

o  Reésolution de I'inéquation (2) sachant que z €

Six e alors 5z +1 >0 donc :

_“%33

3—z
5z +1

(2“)@'[ 2215(3—z21oz+2)@(11m51) ez <=

T € —‘-;-;3 { b
La solution du systéme 3 _ est |S, = ]_
1n( —Z }—11’1(2) >0

5z+1

s Solution de l'inéquation (F). _
L’ensemble solution de I'inéquation (E) est § =5, US,.

v Résoudre un systéme d’équations

FExercice 22




La fonction logarithme 261

Fxercice 25.

Solution

rT+y=7 i T+y=7 . .
> ; R : R
(&) & In(zy) = In(12) ot (m,y>€ < zy =12 et (m,y) €5

Les nombres z et y, de somme 7 et de produit 12, sont les solutions
de Déquation v’ —7u+12=0. Le discriminant du  trinbme est
A=T7"-4x12=1 et ses racines sont : u =3 et u, =4. Ces deux

solutions sont strictement positives donc P’ensemble des solutions du

systéme (Z) est {§ = {(3;4) ,(4,3)} .

Emercice 26

';S'olutzon o .

L’ensemble de ciéﬁnit_ibn du systéme est ]0;-1— oo{ X }O;-{; oo[

_ T
z? 9 T=y"’e? 17
__.5.:6 _ a2 mzy_sg"?
(=) = |1Y @*[_5-'2“} &
. 17 Yy e : —B 1T 9
7y’ =e 2 J 0
3
[y |
1 Ry 1 17 17 .3
— %, 2 -5, 2 — 0,72 — o2
T=1y"e = e T=e¢€ r=e
(X) & ; Y 17TV = =3 .
Y8 = y.:e_Z y = e y = e
. [z=eve
(2)¢><y__1
' L e’

L’ensemble des solutions du systéme (2) est |§ = {(e\/é ,——-}} .
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Fxrercice 27.

Solution

L’ensemble des solutions du systéme () est |S = {(ln(Z);ln (3))} .

Fxercice 28.

Solutzon o

L’ensemble de deﬁmtlon du systéme est : o
: - 2 '
{(:c, y) € R2=,x < : et 3z + 4y > O}.

fm‘(i’”—';—»‘*-y-] _ 1n[5 (2 ~ 52)]

z+y+1 1

(D) < | t (82 +4y > 0) et 5(2—52>0)|.

e

324 10— 952 - |
) ed 7 et {(3z+4y> 0) et (2—5m>0)}.
a:+y+1:0 : .

{178:1: +4y =70

6 |82+ 4y > 0) et (2—5w}0)}.

178z + 4y = 70

II

y=—1—g et [(3$+4y>0) et(2—,5$>0)}.'

y=—-1-z

— A

1747 = 74
(2)@{ et [(3$+4y>0)et(2——53:>0)}.
{ t |(82+4y > 0) et-(2~5x§o)].
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3 8
Comme .3 X —Eﬁ +4x {._Efl;]: ——%—;—: < 0 le systéme (X) n’admet pas de

solution. I’ensemble des solutions est donc vide : [§ = 2]

FEzxzercice 29,

Solution

2e¢" +5eY =16 2¢” 4 5e¥ =16 2e” +5eY =16
(O3) = &

=
3e” +3e¥ =15 e +e¥ =5

e =5~—¢°

2¢° +5(5—¢*)=16 —3e” = -9 e’ =3 z = 1n(3)
(Z) & & = &

L’ensemble des solutions du éystéme (2) est |S = {(In(B);ln (2))} .

Exercice 30.

Solution

Si z et y sont solutions du systéme (%) alors par différence 2¢” = —3.
Or, pour tout réel z, 2° >0 donc le systéme (X) n’admet pas de

solution. L’ensemble des solutions est donc vide : .

Fxzercice 31.

Solution

-L’ensemble de définition du systéme est ]O s+ oo[ XJO,+ oo[ .

(2) &4 , 2 5 & ) .
In*(y) +(1=1In(y))” = 5 2 -2l +1=2
[In@) =1-1In(y) | (1)
by : _ )
(%) & ‘~1n2 (v)—In(y) ——i— =0 (2
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L’équation (2) nous conduit & la résolution de I’équation :

3 e ' .
ut —u— i 0. Son discriminant est A= 4 et ses racines sont :

1-2 1 1+2 3
-——z-— et _—— =
2 2
3 - :
(2) @(ln(y) —5 ou In(y) = 2] [y_ e *ou y——e2]
(2)®{ ___}_ ou —eJE} On a alors :
-J_ - - v M )
In() =1-In(y) In@)=1-In(y) [ln (@) =1~In(y)
1 =y 1 ou )
_ 1 =ef _ y:e«/@
NG ou y € Yy N .
1‘n<':c>—1‘( 1] WP % o
T ln@m=1—= r=¢ =e?
(T) < | | 2 ou | 2| = 1- e
y==> - |y=ev y=—= |[y=ek
V= e
(2 = e/e E_....l__.
D&y 1 ouy e
T e ly=eve

L’ensemble des solutions du systéme (T) est :

Tor ]

FEzxercice 82.%%

Solution
z E}O;l[u}l;—koo{ et yE]O;l U]l;—l— oo[.
. oo

E) S in@ @) 51— . W) _5

In(y) In@ 2 | In(y) 1—In(y) 2

(y =ecar z=1).
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o== 1
()« 1 In(y) 1 _5 . En posant v =-——>>— on est
1-1In(y) i In(y) 2 2) 1-In(y)
1-In(y)

. 5 : .. 9
conduit a résoudre u® — -2—u +1=0. Son discriminant est A = :J: et ses

5 3 5 3
—— e _+__

racines sont : ulzz——z—zé et u, = 2 5 29,

[M;‘l] [uw=3]e o= {é’: ]

1-In(y) 2

In(y) _ o 2 _2
[m%]@@n(yw2)9{1n<y>u—_3]-§[y- ]

e e e
¥ ' y Y
)<« f L, ® , ou 2
y=¢e ou y=é® y=e* |ly=¢é

L 2z 2 1

z=exe? r=exXe?’ z=e’ z=.e3

)= L ou 2 = , ou )

y=ée’ y=ed ly=e y=ed

| . | 2 1) (L 2
L’ensemble des solutions du systéme (%) est |S = {(63 ;63},(83 ;33}} )

II. Limaites
v Limites du cours

Exzercice 38. .

Solution

1. La fonction f est dérivable sur R:_ et on a:
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4 1
f'(as)=-}—-———-1-== Vz

JI oz T

Si z>1 alors f'(z)> 0 donc fest strictement croissante sur {1 3+ oo[ .

(f@=0)e(c=1).

Si 0<z<1 alors f'(z)<0 donc f est strictement décroissante sur
}O ;1}. On en déduit que f admet un minimum en z =1 et fHy=2.
2. Donc, pour tout réel z de R:, on a f(z)>0, cest-a-dire

In@<2Jz.81i 221 alors 0<In@) <27 .

. 2 .
3. On en déduit que si z>1 alors 0< In () <—. lim 2 =0
T .’,C T—+00 \/:'f :
L o In ()
donc, d'aprés le théoréme des gendarmes, on a : | lim = 0.
: _ : zotoo T

Ezxercice 84

Solution )

e Pour z>0,0na zlhh(z)=—

I
T
: In [ L J
. o 1 o
lim 1_ +oo et lim In(X) =0 donc lim—% =90 (d'apres le
z—0%t v . Xt X : z—0 i

théoréme sur la limite d’une fonction composée). [lim zIn (z) = 0|.

£—0

° On pose, pour z € }——1 T+ oo{ f@ =In(l+z). La fonction f est
dérivable sur }—-1 i+ oo{ et fl(z)= I-%—.— De plus, f(0)=In(1) =
Ly

In(1+z) _ f@—£(0)
_ T - T
fonction f en 0. Comme f est dérivable en 0 , on a

donc . C'est donc le taux d'accroissement de la

lim

z—0

sz’(o):1‘

° lim(z—1)=0 et 1 ——-——~—1n(1+X)—~1 donc hmln(x):
z—] —0 X 7=l g —1
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v" Polynémes, fonctions rationnelles, quotients

Fxercice 85

Solution

Pour tout >0, on a f(:c)::ln(:c)—~m:a:[1n(z)—1]. '

T
Comme lim In (z) =0,ona lim {In @ _ 1l==1 d’on
=400 I T—4-00 T
i In(x) -
lim z —1ll=-o00 et | lim f(z)= —o0|.
—+00 T T—+00

Exercice 36.*

Solution -

(o~ 2)ln| f;lH = (z—2)In ﬁ .

(z—2)In = i”':Jr 7= (z —2) [in (z +1) ;_jln[(x ~ 252}} .'
(z~-2)In = j:;+4 =(=z - 2)In (9: +1)—2(z ~2) In(z - 2).

lim(z-2)=0 et lim XIn(X)=0 donc lim(z - 2)In(z - 2) = 0.
r—2 X—0 9 . .

Comme lirré In(z +1) =In(3), car la fonction In est continue en 2 ,on a
—

2

. ) z+1
lim (z - 2)In(z + 3) = 0. Final t, [lim :1:—2111( ]zO
.T,—v2-(- ) ( ) tnasemen T—2 ( ) " —4r + 4

Emercz’ce 37,

Solution _
L’ensemble de définition de [ oest B, = }O;-i- OO{

Pour tout z ¢ R:, on a:

f@=z+In(z+1)—1In@) = z—{—ln[m(l—f—i]]——ln(m).
z
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| o 1
f<w>=m+1n<m>+ln(1+l]—1n<x>= a:+1n[1+——).
T T

o Limite en 0: lim [1 + -1—} =+00 et Xlim In(X)=+co donc
T : X—+oo ‘

z—0t

lim ln(l + 1] +co0. On obtient 1irr(1)f(x) = 400]|.
z z—

z—07F

e Limite en 4+oo : lim (1—{—
I—+4+00

—1-} =1 et ImIn(X)=In(1)=0 donc
z X—1

lim 1n[1+ 1]_ 0. Ainsi, lim = 400 done

T—+00 I—+00

a:+1n[1+-1~]
T

lim f(@) = +o0|.

ZT—=400 .

Fzercice 38.

Solution
La fonction fest définie pour tout réel z vérifiant —— L >0
. 2z 43
L’ensemble de définition est E; =|—o00;—=|U } 14 o0 { .
Poﬁr tout réel = appartenant & E. . on pose u(é:) =2t
1
-1 ==
u(z) = = Z donc lim u(z)= lim u(r) = —
224+ 3 2+ :Ol T—r—00 400
z

lirx%,)_(:z:—1)=--—;l et hm (2z+3)=0" donc lir%_ur(:z:):—%—oo.

I-—)—— T ——

z—1t

lim (z-1) = 0+ et lirri (22 4+ 3) =5 done linll+ u(z) =07,
I— T—1
Z—+—00

lim In[ vl } =In [lJ Ainsi, lim
t—-00  \22 4+ 3 2 -

o Limite en —oco : lim u(z) = 1 et limIn(X)=1In [-]“—J donc
2 x-1 2

z—1
zn—i—ln[ ]:~oo donc

lim f@)=-

Z——00
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o Limiteen —— : lim_u(z) = 400 et lim In (X) =400 d'ou
2 ] K—too
2

lim_ln{x_l}:—{—oo.Ainsi, lim :v—f—ln(x_l] = 400 donc
3 2r+3) . 23 22+ 3
2

lims_f(:v) = 4-00].

T———
o Limite en 17 : limu(z)=0" et Xlir101 In(X)=-co donc
’ z—1* —=0*
. z-1 P z—1
lim In = —co. Ainsi, lim |z + In = —o0 donc
z—1* 2z 4+ 3 z—1% 22 +3
].HT;’I I (a:) = —00|.
o Limite en 400 : lim —2—L 1 et lim In(X)=1In (}—} donc
; z-—1 1 ... T—
lim ln[ } = 111{——] Ainsi, lim |z + ln[ , J +0o donc
z—+oo |22+ 3 2 Z—+00 2z + 3

lim f@) = +c0f.

T—~CO

E&:erci‘ce 39,

Solution

2
. . . 3 2
La fonction f est définie pour tout réel z vérifiant — 2+ z
: i —z+1
Le discriminant du polynéme z2 —z +1 est A = -3<0.

>0.

Pour tout réel z , a:2~:c—_f—1>0.

Les racines du polynéme 2?4 3z + 2 sont —1 et —2.
(x2+3m+2>0)®(a) E}—oo;—Z[U]—l;-i—ooD.
[:r2+3:c+2 |

3 >0
zt—x+1

ﬁ(xe}_go;j_z[u]_l;m[)_

Finalement, E; = }—oo;.—— Q{U ]—-1;-!- oo[ :
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' : 3 2 .
Pour tout réel z de E;, on pose u(z) = —%Zi_——gi— Ainsi, f =lnou.
. " —-xz+1
3 2
‘ 1+—+ —
De plus, pour tout réel non nul z, u(z)= ————%——371—
1— =+
z
lim v(@) = lim u@) =1.
T——00 T—400
lim (m +3:U+2>_0+ et lim (:c —m+1)*7 donc lim u(z)=07.
T——2" z—~2 T——27
lim (m +3:n+2)— 0" et lim (:1; —z+1>—3 donc lim wuw(z)=0".
z——1% z— -1 T——1% .
° Limite en 0o et en —o00 : lim v(@)= lm u@)=1 et
T——00 | T—4+00 .

limIn(X)=1n(1) =0 donc d’aprés le théordme sur la limite d'upe
X—1 . :

fonction compoéée, ona: [lim f(:v} = lim f()=0.

T —+—00 T—-00
e Limites en —2 et en —1: th u(x) = 11m1 u(r) = O+ et
’ T——2" T—— :
)}im In (X) = —oco donc d’ apres le théoréme sur la hmlte d’une fonction
—0* |
composée, on a : | im f (m) hm pi (m)
T——2 .’l:—>—~

Egercice 40.

So lution

Pour tout z>0, 0on a In (2z + 3) =1n{:r,(2 +§} =
z

In(z) + 1n(2 -}-é}
T

In (2 + §}
In (22 + 3) —14 z
In@) In(z)

On utilise le théoréme sur la limite d’une fonction composée.

Donce, f(x) =

lim (2—{- )—~2 et hm ln(X)-ln(Z) donc lim ]n{Q-i— 3} In(2).

T—+400 | =400

lim In(z) = +c0 et lim —%—: 0 donc lim
T—+00 X—+c0 X T—+00 ].n (:E)

Comme lim In [2 + -3—) =1n(2) et lim
z

=0,ona:
z—+00 z—+o0 In (7)
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3 1 In [2 -+ é]
lim 111(2 + ——J X——==0 donc lim |14+ — 2T/ =1 et
T—+00 z) In(x) T—+00 In(x)

lim f) =1].

T—+00

v Limites avec des racines carrées

FExercice 41.

Solution

On’ peut remarquer que 3z + T — 10 = (3z —5)(z +2) donc T'énsemble

de définition de f est |E, = |-o0i—2[U

5—%—00[
3’ :

Pour :E>'-—:-, on a: f(i)_';_—21-(3_23—-5)111[(3:1:_%5)»@+2)]. |
f(:v)=f21—(3z—5)1n(32—5)+%(3$—5)ln(i+2),

Iinél+ (82 —5)=0" et th'rul+ XIn(X).=0 done

T—— ’

11I§l+ (37 —5)In(3z —5) = 0. La fonction z s In (z +2) est continue en

T—>

5
' donc limIn(z+2)=1In (1—1J
3 . 3

lim (37 ~5) =0 donc lim [(8z —5)In(3z + 5)]=0. En conclusion,
T—— T

—

I—)-

lim, (32 — 5)In (32 — 5) + (3 — 5)n(z +2)]=0, d’ou lim, f (@) =0].

T——

FEzercice 42.
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Solution

1
Pour :r>5,ona:

1 [2 - —1—} In|2 !

In(2z-1) |F*7 % In (v7) “( - ;;]

F@) = = =2x + .
T T ‘ NG VT

lim VZ = 400 et lim In (X) — 0 donc limk In (vZ)

T—++00 X—+4o0 X T—+00 ST

=0.

1 1n(2 — i}
D'autre part, lim (2 — ——J =2,donc lim ——ZL =0,

I—+4-00 T . -z—r—{-po .\/E
En conclusion : | lim wz 0].
o z—+oo0 /T

Exzercice 43.%

Solution.

Pour z >0, on pose u = <7 .

: . 5
f(x>=1n5<x>_ﬁ=1n5(u2)_u:ustln @ |

o u
5 S [ (yP
15 In®|us Inlus In|us
n" (u) '
On a = =57
U 5 1 1
us us U5
1 1
-~ =In(u
5 = e5 )_

1 I
lim =In(u) = +00 et lim e* = 400 donc lim eShM)

= 4-0c0.
u—+o0 5 X —+oc0 U—+0c0o
1
1 ‘ n (X Infus
. - . I (.
lim #5 =400 et lim ( )—0 done Iim —3—==0.
uU—+00 X—+co X U—4+00 g :
1
In|us. In US]
im —5— =0 et lim X° =0 donc - lim |——Z
u—+0co = X—=0 u—+co
us fu,5
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5 5

On en déduit lim "2 _ 0 qone i |97 B =1 et

U—>+00 U U—+00 (2 '
In® (UQ)
lim wx -1 =—-x.
U—~4-00 U
In® (u2)

lim Vo =+c0 et lim % x —1|= -

T—+00 U—+00 U

. In® (2) . 5

lim 7 x —1|=—co et lim [ln @) — V7| =—0c0.
T—too JT Totoot T T

im f@) =—o0o].
T——+00 )

Remarque :

On peut aller plhs vite eﬁ utilisant les théorémes sur Is

comparaison des croissances des fonctions puissances et logarithme.

- Exercice 44.

Solution

Pour £ >0, 0n a :

) I . ) ) ,‘.
f(m);mzsixwz5ﬁxw,

JT VT 5z , 5z
im5z =0 et lim M =1 (lifnite du cours)
z—0 X—0 X :

z—0 5z

5
Comme lim 547 =0, 0n a lim Sﬁx——-mln(l +52) _ 0
z—0* Z—QF 51

En conclusion, 1il’51+ f@ =0|.
. -

Ezxercice 45.

Solution
On pose u = /7 . o

f@) = VT In® (z) = uIn? (ug) — u (2 In(wy)?.
f@=u(4ln(va)’ = (4valn(va)?.
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lim~%& =0 et }l{imoXln(X)':O done Iim\/ﬁln(\/’ﬁ)zo.

u—0

lim v In(vVu) =0 et hm (4X) =0 donc 11m(4f1n(f))

u—0

Bm~Z =0 et lim u 1n? (u ): 0 donc linz.)x/z?lnz () = 0}.

z—0 u—0

v Fonctions trigon.ométriQues

FExzercice 46.

Solution .
Pour tout £ >0, 0n a —1 < cos (ln (3:)) <1 et M < }—
Z. T
im —=0 et lim — —1—:: 0 donc, en utilisant le - théoréme des
T—+00 I T—+o0 T
cos(In@®) _y rim f@=0].

gendarmes, il vient Ilim
T—+00 T I—+4-00

Exercice 47.%% | o

Solution

Pour tout z appartenant A

0.,
2
f@) =In(cos(@)) X In(z) = 1n[1 — 2sin? (QHXIn(:c)

nf1-20 (2]

f@ = x 2 sin? (_3:_} x In(z).
2 sin? (3) 2
In (1 — 2sin® (g)] ‘ sin E)
f@=~— 7z xsin(-;i)x————j—z——x(—mln(m))
—2sin (-2—) 2

On utilise le théoréme sur la limite d’une fonction composée.

On a: limsin{f—) =0 et lim X? =0 donc lims’mz{EJ =0.:
, z—0 2 X—0 z—0 2
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" In (1 — 2sin? (3)]
lim— 2 sin? [ ]*0 et lim M:I donc lim $2
z—0 2 XﬁO X z—0 —9 sin2 (_2_)

sin (X)

=1

mn[f):o et lim
z—0\ 2} X—0

=cos(0) =1 donc, d’aprés le théoréme sur

la limite d’une fonction composée, on a lim gg )
z—0 =

2
En utilisant lir61+ #ln(z) =0 (limite du cours), on obtient :

In [1 — 92sin? (—ai)] : sin (3:)
lim |— 2 Xsin[%})( 2]

70" —92sin? (f.) A
2

= xml()_O
2

lim f(z)=0].
r—0*

III. La Cdntinuiﬁé

Fxercice 48.

Solution

o Continuité en =0 : la fonction £ +— 14 22 est continue sur R et

est strictement posu:xve Ia fonction ln est continue sur R , donc la

1
fonct1on T+ In (1 + 2z ) est contmue sur R. La fonchon T+ — est
T

. . * . . « .
continue sur R . Donc le produit de ces deux fonctions, c'est-a-dire la

. 1 ' ) *
fonction z +— —x In (1 4 xz) , est continue sur R
g T / ’

In (1 +- $2>

372

° Continuité en 0: pour z = O,ona f@) =u1xx
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D'apreés le théoréme sur la limite d’une fonction composée, on a :

. In(1+ X). P e
limz? =0 et lim —n—(~+—~—)— =1 donc, d’aprés le théoréme sur la limite
z—0 X—0 X

' ! (1 + :z:z) i
des fonctions composées, on a lmé——-~——2——=1. On en déduit que
; 0 g

lim f(z) =0 = f(0) et f est continue en 0. Finalement / est continue
z—0 .

sur R.

FEzercice 49.

Solution
o Continuité en z=1": sur ].——oq;l[, la fonction z+s 2% est

continue. Sur }1 i+ oo { , la fonction In est continue ainsi que la fonction

Z+— — donc le produit de ces deux fonctions, c'est & dire la fonction
el m . B

In(x)

T —

; est encore continue. La fonction constante égale 4 1 est

n(z)
z

‘ . I ' .
continue sur }1;—{— oo{ donc la fonction z 1+ est continue sur

}1;—}—,60[; Donc si z est un réel différent de 1 alors la . fonction f est
continue en z .

o Continuité en 1: lim z° =1 car la fonction z+s 2 est continue

oz—1"
en 1. Hm M =0 car la fonction z — est continue en 1.
-1tz z
. In (@) ] . L g .
Donc -1117{1+ 1+——|=1. 111111_ f@= hn;f(z) =1 on en déduit alors
T— T T— I—

limf(z)=1=f(1) et f est contiriue en 1. Finalement - f est continue
z—1 :

sur R.
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IV. La dérivation N
v Dérivabilité en un point

FEzercice 50.

Solution

o Dérivabilité en =z =0 : la fonction o1 + 2% est dérivable et

strictement positive sur R et la fonction In est dérivable sur R: dénc

la fonction z +— In (1 + x2) est dérivable sur R. La fonction 'z — = est.
. T

dérivable sur R* donc le produit de ces deux fonctions, c'est-a-dire la

fonction z +— L X In (1 + :L‘2) ,-est dérivable sur R .

z
. — In(1+ 2
> Dériwabilité en 0 : pour = non nul, on a f(a:’) . £(0) = ( 5 >
. . e z
D'aprés le théoréme sur la limite d’une fonction composée, on a : .
' In(1+ z°
limz® =0 et lim I—Il—(—l—j——‘-X—l =1 donc lim.‘—‘(T——)~ =1.
z—0 X—0 _X . z—0 T
‘ﬁr%w =1 donc f est dérivable.en O et on a : f(0) =1f.
T— T .

Emerm’cé 51.

' Solution

°  Dérivabilité en z=1: sur }-—oo;l[, la fonction z+— 2z est
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dérivable. Sur }1;-}— oo{, la fonction In est dérivable, ainsi que la

fonction £+ =. Le produit de ces deux fonctions, c'est-a-dire la
z

I ' . -
fonction z+— n @) » est encore dérivable. On en déduit que la fonction
z » _
In@ , . ; . «prs
z— 1+ est dérivable sur }1;—# 0 { Si = est un réel différent de
z

1 alors la fonction f est dé_rivable en z.

e Dérivabilité en 1 : on pose z =1+ h.

-Si <0 alors f(1+h)=(1+h)>.
FA+R)—f@) _ (@+h)’—1 1+4+2h+h>—1

- =2+h.
h h h , *
done fim LEFM=IW) _ o
h—0~ h . )
o In(1+.h)
-8 A>0 al 1+h)=14———=,
i alors f( ) 1tk
. 1_{_1171»(1-i—h)_ _
f(1+h)-,-f(1)__: 1+h 1n(1+h) 1 ><ln(l—}—h)
h R (1+h)h T 1+h R
lim 1—n—g—tﬁ)-“l (limite du cours) et lim ——-1———21 donc
h—0t h r—0t14+h
lim —— LR gy gy FAEN =T
h—>0+1—|—h h - h—:’0+ h
Comme hhnc')l_ f(1+h) 7 =2 et h m, f(1+ h) f(l) , la fonction

f nest pas derlvable en 1 (elle est cependant continue en 1, voir

exercme 49).

v Ln et foncmans polyndémes ou ratzonneﬂes

Eme’rczce 52,

Solution

1. Pour tout réel z, on pose u(z) =05z’ —z+1. u(z) >0 et on a:
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f@ =In(w@) . Comme v (z)=10z—1 , on en déduit :
uw' (z) 10z -1
w(@) 5z —z+1

i@ =

. Pour tout réel z : |f'(z) = 1203;—1 .
5z° —xz +1

2. On peut remarquer que ¢(z) = u(In(z)) donc :

1 ' 0 _
7@ = xu (In@) = 210l 1) = VR@ 1
T T T

10In(2) — 1

T

Pour tout z de 7 ,ona: |g/x) =

FExercice 53.

So iutian

1. Pour tout z 6[2;—1—00{, on pose u(z) =z* -3z +1>0.

J@=In(u@). Comme- u»’ (wj =3z% — 3 ;‘o{-n‘en déduit : -

f’(g;):ul(w):—_ 3:2:2—3'
o u@ 2P =38z 41

=

3z —3
z* =8z 1|

fl@ =

2. On peut remarquer que g(z) =1 (In¢z)) donc ¢’ (@) = -1— x 4/ (In (2))

3ln* @) —3
T

Pour tout z appartenant a ]0;-{— o8] [, ona: |¢g'(@) =

Ezercice 54.

Solution

: 2

, » -1

1. Pour tout x6}2;+00{,0np086‘u($>;z +2$2
o —

>0.
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‘:(2z+2)(93-2)—;(x'2+2m-—1)_$2~4$~3

/
e @2y (-2
? —4z — 3
f,(z):u'(:z:): (z —2)° iy 7’ — 4z -3 '
uw@ 2" 4+2—1 (z-2)(z +22-1)
z—2
; Cz'—41z -3
f<$)_(:1:-—2)(:1:2+2$—-1)'

2. Enremarquant que g(2) = u(ln(@)),ona ¢'(@) ==xu'(In@). "
z

Pour tout z appartenént a ]e?;-i— 00 {», on a:

, 1 In®@)—4In@)—3
g @ =—X= —
z - (ln@-2)

FEzxercice 55.

Solution
2 _
1. . Pour tout mE]él;—{—oo{,onpose u(z):f—i?—%——l—> 0.
2 .
Comme u'(:z:):in————-—s—g:———zm, on en déduit :
(z—4)
z? — 8z —11
= u' @) _ 2(9:-—4)2“ __ ——-im—fll '
‘ u(@)  z°+3z-1 ,(w—4)(:1: +3m—l)
r—4
2 —
£ (zy = - —8z—11

(m—4)(m2 —}—3:1:—1) .

2. En remarquant que g =u(In@)),on a g @ ==xu'(ln@).
I

Pour tout z appartenant & ]64 4+ 00 { ,ona:
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In® () —81In(z) — 11
z(In(z) ~ 4).

g (@)=

v' Logarithme et fonctions ﬁrigonométriques

Ezxercice 56.

Solution

1. Sion appelle E, ’ensemble de définition de - f, on a:

(a: € E'f) < (sin (2) >O)¢> (a: € ] 2k7r,(2k+ 1)7r{ avec k € Z) .

Donc E, est la "réunidn des intervalles de la forme

}2k7r;(2k + 1) [ avec k € Z, ce qui s’écrit encore :

E, = U}ka (2k+1)7r[ )

keZ

Sur E,, la fonction sin est dérivable et strictement positive. La fonction

In est derlvable sur R donc la composée f = Inosin' est dérivable sur

sin (:E) ~cos(z) - 1 . 1
: sm(a:) sm(m) tan(m) - ~tan ()}~

2. E' = R* . Sur E' la fonctlon In est dérivable. La fonctlon sin est

dérivable sur R donc la composée g=-sinoln est derlvable sur E . On

cos (In (2))
- :

cos(ln (:z:))
T

a: g'@ =1In' (@) % cos(ln(m)) =

9@ =

FExercice 57.

Solution

1. Sion note E. I'ensemble de définition de la fonction f on a:
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(:z S Ef>© (cos (z) > 0) @{me

— I ok, T 4 ok
2 2

avec k € Z].
Donc l'ensemble de définition, E, de la fonction . f est la réunion des

intervalles de la forme avec k € 7.

~———+2k7r +2k7r
2 2

Ef=U

kezZ 4

—z—}- 2k7r;z+2kw
2 2

Sur E,, la fonction cos est dérivable et strictement positive. La fonction

In est dérivable sur ]R’:r donc la composée f = Ino cos est dérivable sur

Ef- f'(:z:) _ cos @) — sin (z) — _tan(z). !f'(m) _ ~—tan(:c)].
; cos (z) cos (o) ;

2. E,=R_|. Sur E , la fonctlon In est derlvable La fonction cos est

derlvable sur R donc la composee .g =(cos)oln est derlvable sur B, .

sin(In (2))
. x - )

Ona: g'(z)=In' (:z:)x(——sm(hl(m))) g (@ =~

Fxercice 58.

Solutzon

1. Sion note E, ’ensemble de définition de la fonction £, on a:

(a: € Ef) < (tan(z) > 0) & [:c € kw;gj—{- km

avec k € Z].

Ef est la réunion des intervalles aveck € Z.

Ef:U

keZ

T
kmy—+km
2

k7r;1r—+k7r{ .
2

Sur E., la fonction tan est dérivable et strictement positive. La fonction

In est dérivable sur R:_ , donc f =Inotan est dérivable sur E..
Pour tout z EVE tan’(z) =1+ tan® (z).
tan'(:c) 1+ tan’® @ _ 1

fla = + tan (z).
tan (z) tan (z) tan ()
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Pour tout z€ E,, |f'(2) = +tan(@)| ou |f' @) = — 1
» : tan (z) sin (z) cos ()
2
/
@) = ~———r].
o\ sin (2z)

2. Sionnote E , l’ensemble de définition de g ona:

(xEE'J@(m)O et ln(m)::—g——l—kw aveckEZ}.

(xEEg)®(x>O et zze§+h avec kEZJ.
_done Eg est I'ensemble des réels strictement positifs différents des
nombres de la forme e%]Wr avec k€ Z. Pouf tout z de E_, la fonction
In est dérivable en z et In(z) = —gj-{—kw (k € Z) donc la fonction tan
est dérivable en In(z). La fdncﬂon g est donc dé'rivable‘ sur E .

Pour tout z € B, ¢'(z) =1In'(z) x tan’(In @)= }—(1 + tan® (In (:1:))) :

1

- I4
(@ = —_—
g z cos’ (In (2))

8 | =

(1 + tan® (In (:I:))) ou |g/(x) =

FEzercice 59.

Solution
On pose u(z) = sin? (). On appelle E, Tensemble de définition de la
fonction F. ' -

(a: € Ef) < (u@)>0) & (éin(i_) =0) & (z = km avec ke Z) .
L’%;}semble de définition, E,, de la fonction f 'est la réunion des

infervalles J km;(k + 1)71'[ avec k € Z , ce qui peut s’écrire

E, :‘U}Jﬁr;(k +1)7r[ .

kEZ

Sur E,, la fonction u est dérivable et strictement positive. La fonction



284 ' L’analyse

In est dérivable sur Rl donc la composée f = Inow est dérivable sur

. f/.(x) “ ' (x> _ 2sin(z)cos(x) ) = 2 cos (z)
e u (z) sin® (z) sin(z) |

1. On peut remarquer que g(z) = u(ln (:z:)) avec u () = sin® (z) .
Si on appelle E, lensemble de définition de la fonction g, on a:
(zc € Eg) < (z > 0) donc E, = ]R*+ - Sur E_, la fonction In est dérivable.

La fonction u est dérivable sur R donc la. composée g=wuoln est

dérivable sur E,. Pour tout z appartenant & E,  ona:

sin(21n @)
. .

9" @ =1In'(z)x 2sin(In @) cos(In@). |¢' @) =

Ezercice 60.%

Solution
1:- On pose‘u(:v):z tan{g-}.

(u @) > 0) @(tan(i;) > O) & (g € } kw;g——{— k'n'“.
Finalement, (u(z) > 0) & (:1: € } 2k (2K + I)TF{ avec k € Z) .

On en déduit que I’ensemble de définition, E,, de la fonction f est la

réunion des intervalles de la forme }2k7r;(2/_c + 1)71’{ avec k € Z , ce qui

peut s’écrire : |E, = U}2k7r;(2k +1)7r[ .

kEZ

Sur £, la fonction u est dérivable et strictement positive. La fonction

In étant dérivable sur R’;, on en déduit que la composée, f=Inou, est

dérivable sur E,. . Ona: v'@=——"o0_ et

2 cosz.(g)
2

\
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1

T
_U()'ZCOS(Q)'

= 1SN S P |
(@) sin<~) ‘ 2cos(—-)sin(—) S (%)
2 - \2) 2]

2. On peut remarquer que g(z) = u(In ().

8

Si bn’ appelle B, D’ensemble de définition de la fonction g, on a:
(z EEg) & (:t:>'0 et In(x) = 7+ 2kr avec k € Z).
" (:EEE) ($>Oetz¢e(2k+1)" avec-kEZ).

Donc I’ensemble E, est l'ensemble des réels strlctement positifs privé

des nombres de la forme =z = e(zkﬂ)’r avec ke Z.

Pour tout z appartenant E,, la fonction In est demvable en z et la

fonction u est demvable en In(z), donc la fonctlon g est derlvable en

Z.

1 .
2z cois2 [ln'(z)) ‘
N 2

Pour tout z appartenant 4 E,, ona: |g'(2) =

v Ln et racine carrde

Exercice 61.

Solution '

1. On pose u(z)=z+ \/—— La fonction u est définie et dérivable
sur»~' ]R , de plus elle y est strictement positive (en effet
Nzt 41> 5 = Izl ). La fonction In est définie efb dérivable sur R’
donc la composée Inou, clest-a-dire [, est définie et dérivable sur R .

m>+ :L‘Z+1 oo ul@

Z
= et donc
Vot +1 Jr 1 e

Ona: u'(z)=1+
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/
u' (x) 1 . i , 1
= —=——=—. Pour tout réel z, |f'(z) = —— .
w(@)  Jg? 1 NEAE |

2. On peut remarquer que 9@ = u(ln (:c)) La fonction In est définie

o) =

et dérivable sur R’ .y elle prend ses valeurs dans R et, comme la
fonction u est définie et dérivable sur R, on en déduit que la composée

uoln, clest-a-dire g, est définie et dérivable sur R

u (In (2)) _|In@+yIn*@)+1

' 1
Ona: g’ :lxu’(ln(x)) =—x
z

T \/ln2 (x)+1 zln® (z) + 1

FEzercice 62.%%*

Solution
1. On posé‘u»(m)=m~\/:r:2'“:—:[.

Ona z® —1>0 si et seulement s; 7 6}——00;—1}U[1;+oo[.
Donc u est définie sur J = }foo;— I}U {1;—}— oo{

E;ﬁde du signe de u(z) pour z€ ],

(:veI et u(m)>0)®(m’é[ et :z:_>\/m2—~1).

(xelet u(a:)>0)¢)(a:>letw2>a:2'—1}‘
(xEIet u(a:)>0)®(:z:>1et0>——1)».
-(meIet u(x)>0){:($.é}1;+oo{).

On en déduit que sur }1;—%—00[, la fonction wu est définie et dérivable.

De plus, sur cet intervalle, est strictement positive. Comme la

fonction In est définie et dérivable sur }O;%-oo{,r la composée,
Inou = f | est définie et dérivable sur }1;+ 0o [

Pour tout réel z appartenant 3 }1;+ oo [, on a :
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u () v (z) / -1

u(m)*l— = - ,f()““ @ = .
\/x -1 Nz — U($) I ,_._:2:2—1 .
2. g(:r) In@) —+/In* (@) —1.

On peut remarquer que 9@ =u(ln (2)). La fonction In est définie et

dérivable sur ]O;—i— 0 {, elle prend ses valeurs dans R . -

La fonction u est définie sur [ = }—oo;— 1} U [1;—&— oo[

~ona‘: (ln(:c)e]—'qo.;——lJU[1;+ooD@[mE

O;HU{e;JrooU.

.On en déduit que la composée woln, clest-a-dire g, est définie sur

J:}O;l
: e

U[e;+¢o[.

La fonction u est dérivable sur ]—-oo;'—yl[U]l;—{—"oo[ '(Attentiop la
fonction racine n’est pas dérivable en 0). o |

on s (1a@ € | ~ooi-1[U] i oo fo e

oi2[Ufereo].

La composée uoln c'est-a-dire est  dérivable sur
. ? PR - .o

K:}O;E{U}e;-f—_oo[ . Pour tout réel z de K, on a:
e

>

'@ =L xu(In @) = Lx|ln@) | _1_>; Jn’ (@ —1—In @]
e T W'@m-1] = I’ @ —1
1 In@ | .
Done |g'(z) = =x|1— 2anni
z VIn? @) —1

Fxercice 63,

Solution |
On pose u(z) =2> —1~1In (mz) . On utilise les résultats de l'exercice 68 .
Pour tout z > O,ona: Intz)<z—1. Sion remplace z par z°, on a :

@ .
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pour tout z €R’, ln(mQ) <z* -1, et donc u(z)>0. Comme f=u,
P’ensemble de définition de f est R™.
2 2(:02 —1)

Pour z différent de 0, on a: u'(z) =2z — == ———>%_ La fonction

u est paire, strictement décroissante sur }O;l} et strictement croissante
sur 11;%— oo{ Comme u(1)=0, on a , pour tout z appartenant & I,
u (@) = 0 donc u(z)>0.

Sur E;, la fonction u est dérivable et strictement positive, donc la

fonction f = /T est dérivable sur E,.

2fe) 2
u' (x) Ty roe - —1
fi = 2Ju (@ - Z/ij ——1—111(:02).. |Fe= m\]zz —-1—111(332)- .
Remarque : on  montre que xlirgg fa+ g;) = /W) = -—-ﬁ et
IILI%} FQ+ 3;) — /) =2 . La fonction f n'est pas dérivable en 1. En

utilisant la parité de f, on en déduit que f n’est pas dérivable en —1.

v"  Logarithme et ezponentielle

FEzercice 64.

Solution

° 51 on appelle E; I’ensemble de définition de f ona:

(mEEﬁ,,)@(ﬁ_,lSO)@(ez >1)<:>($>O).donc E, =]0;+oo{ .

On pose, pour tout réel z de E,, u(zx)=¢€"—1. On a f=Inou. Sur
E,, la fonction u est dérivable et strictement positive et la fonction In

s e * . - .
est dérivable sur R, donc la fonction composée, lnou = f, est

/ z T
u(:c): e done | (z) = e

dérivable sur E;. vOn a fl()= - .
u(z) e” —1 e* —1

o On pose u(@) = e —e* + 3. Le discriminant de z° —z 43 est
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négatif (—11). On a, pour tout réel z, 2 —z+3>0. La fonction u

est strictement positive sur R . Si on appelle E, l'ensemble de définition

de la fonction composée, lnou = g, on a . Sur E,, la fonction

u est dérivable et strictement positive et la fonction In est dérivable sur

]Rl donc la fonction composée, lnou = g, est dérivable sur F . On a

/., 2z %
u (T) done |g (@) = 226 e '
e’ —e* 4+ 3

'@ =

u{x)

FEzxercice 65.

Solution

° f@=1In (62”_5 —7) . On pose u(z) = e2""_5 —17 et on appelle Ef

I’ensemble de définition de f.

(a: € Ef) & (@) >0) & (eh—s '~ 7)”@ (2;5';_5 > 1n(7)):4§ [x S 111(7;-%- 5‘].
donc |F, = M;-I—oo

Sur E,, la fonction u ‘est dérivable et strictement positive et la fonction

In est dérivable sur Ri donc la fonction composée, lnou =f, est

' / 275 -
dérivable sur E,.Ona f'(z)= YD gone fl@ = —22—;—-— .
u (z) e —7
o gz = 1n(—262“ —e” + 6) . On pose u(z)=—2 —¢€ +6 et on

appelle E, Pensemble de définition de ¢. On .doit étudier le signe de
u(z) . On peut remarquer qu’en posant X =.€” cela revient & étudier le

signe du polynéme —2X* — X + 6 sachant que X >0.

Comme X =¢° ona: (u(z)>0) &

T e

——

—-oo;ln[é)
2

Ai"49,X1=1:—7—=§et Xg_‘l‘j—4—7~“2

| [——2X2——X+6>0 | 3

Donc @EXE]O;—U.
{X>O ;2

|
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]

Sur Eg la fonction u est dérivable et strictement positive et la fonction

En conclusion : Eg =

In est dérivable sur R: donc la fonction composée, Inoy = g, est

! A2 2
U (x) donc |g' (z) = 4e €

dérivable sur E,. Ona g'(z) = .
¢ u(z) —2" —¢e* + 6

FEzercice 66.

Sofufﬁon

e —3¢* 43

1. On pose u(x) =

.Ona: f=lnou.
€ —3¢” +2 d

Le diScriminant du trinéme X? —3X + 3 est négatif ; pour tout réel T,
—-3e” +3>0. Le signe de :u(z) est ce1u1 de son dénominateur, c'est-

d-dire € —3¢"+2. Ona: X?—38X 12— (X -1)(X-2). Dapres le

. X*—-3X+2>0 ‘

signe du trinéme, on a : {X>O @(XE}O;I[UP;-{—OOD.

<X <) e (0<e <& (In(e’) <n(1)) < (z <0).

2<X)e(2<e) e @)< In(e”)) & (In(2) < z).

(zeB) e (-3 +2>0).

(x € Ef) =3 (m-@]—oo;O{U}ln@);—kéoD.

Efz}woo;O[U}ln@);—}—oo{ .

La fonction u est dérivable et strictement positive sur E, et la fonction

In est dérivable sur ]Rjr donc la composée, J =lInou, est dérivable sur

E,. |B. = E, =}—oo;o{u}1n(2);+oo{ .

2. On peut remarquer, pour faciliter le calcul de la dérivée, que :

Pour tout z appartenant & } — 0030 {U } In(2);+ oo {
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v e’ —3¢" +2+1 1 / 2¢% —3e” .
u(z) = o - = ~7;———_———.u(z)=—A 5 -
v e’ —3e" +2 e’ —3e +2 . e ,.7:(52.” — 3ef + 2) :
2e2z _3€x
- x T 2
PN Gt N 2% — 3¢

u () e —3e” +3 (e —3e” + 2)(e” —3¢” + 3)|
. e —3e° +2 - - '

V. Position relative de la courbe et d’une

droite

v Position relative de la courbe et de la tangente

. Ezercice 67.

Soit « un rtéel strictement positif. On considére le point M ( a,ln (a))

appartenant & (C). La tangente 7', en M , & (C) a pour équation :
. . A S

Yy =—(@—a)+In(a) cest-a-dire y = }—:z: +In()—=1I."
o @

La position de la courbe par rapport a sa tangente s’obtient en étudiant

le sigrie_de p)=In(x)— l:7: —Inta)+1.

o
-, 1 1
On a, pour tout >0, ¢/ (z) == — = .
r «
T 0 - o +o0
o' (z) +. 0 —

Donc ¢ admet un maximum en = et Q(a) =0 donc pour tout
x>0, p@<0. (O)

~est en dessous .dé. toutes ses tangentes sur
]_0;-1—00[. ,

Remarque : on dit que la fonction logarithme est concave sur }O;—F oo[

Exercice 68.
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Solution

En reprenant les notations de ’exercice précédent, on a, pour z >0,
. 1 . . .
@@ <0, clest-d-dire n@ <—z+In@—1. Si a=1 cette inégalité
o

s’écrit In(@)<z-1.

Remarque : cette inégalité peut s'obtenir directement en étudiant la

fonction z +— In(z)—z+1.

. 1 .
Si on remplace T par —, on obtient :
z

(ln{l) S-i——lJ @_,[—,-ln(m) S'l—f,“l] <= {ln(m) > 1f—1-} .
T z T T

Remarque : on peut obtenir directement cette inégalité en étudiant la

fonction z — In(z) —}—'—1—’—1 L
: L

Finalement, pour z >0, 1—l§1n(x) <z-—1f.
z A

FExercice 69.

Solution

1. [ z >o}<:>(0<:c<2) donc Efz}o-,z{.
2=z — .,
2. La fonction f est dérivable sur son ensemble de définition.

Pour tout z € E;, on pose u(z) = -2~—£— , donc f (z) = In (u(z))
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! 2 2—z 2
Fa=22- SCink N P |
u(z) (2-$) T m(2—z) »
3 f est der1vable en 1 donc (C) admet une tangente au point
d’abscisse 1 d’équation : =f()x(z-1)+f(1) cest & dire
y =2z —2.

4. On pose, pour tout z € Eey @ =f)—(22-2).
Il suffit d’étudier le signe de la fonction ¢ sur E,.
2 _,_ 2= 1)? .
z(2— 1) z(2—x)
| Pour tout z&€FE; et différent de 1, ¢'(z)>0. La fonction w est

Pour tout z € Ey,ona: ¢ (@) = f(z) —2 ==

strictement croissante sur E; . Comme (T') est la tangente & (C) au

point d’abscisse 1, on a: (1) =0.

Si0<z<1alors p@) <0 et sil<z<2 alors go(:v)>0

Conclusmn ‘

o Sur 10;1{, la courbe (C) est en dessous- de la droite (T').

o  Sur ]1»»; 2{ , la courbe (C) est au dessus de Ia droite (7).

Remarque : le bpoi_n‘t de coordonnée (1,0) est un point d’inflexion (la

.courbe‘traﬁrerseala tangente). | _

5. lir(r]l+ f@=—c0 et lim f (#) = +o0o donc les droites d’équations
T—+

P

T =0 et £=2 sont des asymptotes verticales & la courbe (C’) :

@) + 0 +
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v ' Position relative de . la . courbe et d’une

asymptote

FExzercice 70.

| Solution

Pour tout z de ];oé;O[U]lH—oo[,

o z

On utilise le théoréme des sur la limite d*une fonction composée.

lim [1.——1-}:1 et ImIn(X)=0 (car In est continue en 1) donc
T——00 T X—1

im 1n{1~—-1—):0. De méme lim ln(l—l}::o.

T——00 z =40 T

On pose : ga(z):‘ln{l—l). On a f(:z:):—g-—{—cp(x) avec
z

im @@ =0 et lim @) =0. La droite (D) d'équation y= —-—

T——00 T—+00 2
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est une asymptote oblique de

(©)

La position relative de

w ).
s« Si IL‘E]

0]
de (D) sur }~oo 0 {
|

o Si :UE]I + oo alors 1——1-<1 donc

de (D) sur Jl;%—oo{.
VI.

(C) au voisinage de —oo et de +co.

et (D) s’obtient en étudiant le signe de

1
alors 1~=>1 done @) >0. (C) est au dessus
T

T

Suites et logarithmes

Fzercice 71.%%

Solution

-
3 1

L. f est dérivable sur }O

' est dérivable sur ]O T+ oo{ .

—$—~2z(1— In (z))

E—'ln(:z:)
oo[ et f'@ =L

1—In@
5

z T

Pour tout z appartenant 3 }O;—{— OO[,

-3 +2ln)

' z) = —=% T
v T

2. On pose U =1 ety

un-f-l = Up

—(n+1)u, et A

3:3

=—1 et, pour tout n >1,

=—~(n+1)y,

P @ <0. (C) est en dessous
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: 1
Notons P, la proposition : « f™ (z) = y_&_j—_%kln_m :
z
, _ " | |
£z = 1 1121 @ _ w + U11+1n () donc P, est vraie.
T T .

Soit n un entier naturel non nul. On suppose que £, est vrale.

_ Uyt In (2)

Pour tout z appartenant a } 0;4 oo[ , f™(z) e donc f™
- T
est dérivable sur ]0 3+ oo{ et on a:
$n+1 )
v, —— — (n +1)z" (v, + v, In (@)
f(n+1) (@) = T )
(xn+l )2
£ gy v,2" —(n+1)z"u, —(n + 1)z"v, In(@)
. R :
n v, —(n+1u, —(n+1)v, In@)
f(» +1)($)= n ( ) nn+(2 ) n _
z
Comme v, =v, —(n+1v, et v,.; =—(n+1)v,,ona
. : . 1 R N
f (nﬂ) @) = u””‘_”l * Z’:;l n(” et P, ; est vraie.

La proposition P, est vraie du rang 1 ef est héréditaire, elle est donc

U, + v, In (@)
) $n+1

vraie pour tout entier n >1. Pour tout n > 1, @) =

3.';-Poﬁr tout entier naturel non nul n, on note P, la proposition :.
« v, =(=1)" xnl».

(- xll=—1= v, donc F, est vraie.

On suppose que P, est vrale, clest-a-dire v, = (—1)" xn!.

v, =—(n+v, =—(n+1)x(=1)"xnl= (=1 x (n 4+ 1)!

donc P, . est vraie.

P, est vraie au rang 1 et est héréditaire, elle est donc vraie pour tout

entier n >1. Pour n >1, |u, = (—1)" xnl|.

On adonc u, ; = (—=1)" xnl—(n +1)u,.

Pour tout entier naturel non nul n, on note P, la proposition :

& U :(—l)n+l><n! 1+l—|-.‘.'—|-—1- ».
" 2 n

(-1 x1lx1=1= u, donc P, est vraie.
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Soit m un entier naturel non nul. On suppose que P, est vraie, c'est-a-

’ n

gy = (-1 nl=(n + 1),

1 1
oon
un_H:(-—1)”+2n!+(—1)"+2x(n+1)i[1+%+...+l].
n
1

1 ;
Upq = (=1)""? x n+1![1+.—+...'———}-
e e

J. Donc P est vraie.
n+1

F, est vraie au rang 1 et est héréditaire, elle est donc vraie pour tout

entier n > 1. Pour tout n > 1, U, = (-4)”"'1 xn![l +'§‘+--V-+}—]v )
n

Exercice 72.%%
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Solution
. 1
1. Fz)= L+ () donc F' (z) = Izl-ln@ Zln @ = (f) .
T ' z z

On peut remarquer que F'(z) = — /i () donc
e A 2

L={ m(” dz =[~F@] = —F+F)=1-2|.
1og? e

n+1 . ‘ .
= f dx. On pose u(z)=In""(@) et v(z) = -l. Ces

T
deux fonctions sont dérivables sur {lgeJ. On a u'(z) = (n +1) In” @ et
v’ (2) =¥17. u’ et v’ sont continues sur [1-;6} done, en utilisant une

T
intégration par parties, on a : ‘
e In"" (@) I @] <In" (z)
1
In-i—l =—- + (n + ]‘)In.
e
1. 1 4 5.
3. L=—-+2=—>+42—2=[2—2]|. Pour tout z appartenant a
€ e 2 €
Inz) In®(x) 1—In(m)ln (z)
1 }fl(x) f2()_ z 2 :( 2) .

T R 4 T
: (1§x5e):>(0§h1<x>s1):>(,,f1<x>—-f2<m>20). :

e e A . e l ) 3
[ @ - @)de :ﬁ fl(a:)dAa:-ﬁ. h@de=L~I==-1>0.
lua =20cm?. L'aire, en cm?, du domaine compris entre les courbes

Cy, C, et les droites d'équations z=1 et £ =e est :

A= 20[§-~1}cm2
e

4. Pour tout entier naturel non nul n, on note P(n) la proposition :

« ———I _1-—1[1—4—1—{—1-{— +1]>>.
nl e 1f 21 nl

2 .
Comme 11=1 et I, =1—=, P(1) est vraie.
. e
Supposons, pour un certain entier naturel non nul n, que Pn) soit

1
vraie. D’aprés la question 2, I,,, = —=+(n+1)I, donc
e
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1 1
! In+1 :-——**_—-{‘—h‘[n
(n+1)! (n+Dle nl!

. o1 1
SRS GRS RSN S S
(n+1)! el 11 nl (n+ 1)1

Ainsi, P(n+1) "est vraie. D’aprés le principe de récurrence, la

proposition P (n) est vrale pour tout entier naturel non nul.

1 1 1 1 1
"TIn = ——g[l-{-"ﬁ'—i‘a‘}‘ n'}
5. Pour tout z appartenant E‘L{l;e}, on a :
' | ' : In" 1
(1g:c§e):>(0§1n(m>§1):>(051n”<g;)§1)=>(0§ = ;m)g—;]
x z°.
€ e ]
don_c OS}; L(m)dzgﬁ -:-8—2—-d:r:.
B e 1 1P 1 - r
il =l =1—-= < <1i.
Commeflzdm 2l 1 e<1,ona
6. D’aprés la question précédente ,ona 0<I <1.
1
Am31 0<—I <-}—<—1— Or lim —-=O donc, dapres 1e theoreme des
n! " Tl Ty n—+oo
gendarmes, on a lim iI =0.
Z=+00. 7 |
. 1- 1 1 1 e
Comme 14+ —+ —+4.. 4+ =¢ 1——1,1], on en déduit que :
11 21 n! nl

. 1 1 1
lim |1+ 4+—=—+ ...+ | =¢.
n—+400 11 21 n!

VIL. Primitives et logarithme

Ezercice 73.

Solution
o [
1. f est une fonction rationnelle, qui est définie sur I = ] —oo;l_[ Elle

est continue sur / donc f admet des primitives sur I .
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2. Pour tout z€T, ona z—1<0. Si on pose u(z)=1—1 “alors

2 !
u@)>0 et fz)= 1 _ (:D). On en déduit qu’une primitive de la
11—z u{(x) :

fonction f sur I est la fonction F', définie paf : iF(z) =In(1- xﬂ

Ezercice 74.

.S‘élution»

1. La fonction f est une fonction rationnelle qui est définie sur

—;—;+oo{. ‘Elle est continue sur I donc f admet des
primitives sur I .

2. Pour tout z€7,o0na 52—1>0. Sion pose u(z) =5z —1 alors
- ) 1 Iv

u(@) >0 et f(:c)z_l_x 5: _lr@

5 b5zr—1 5 u)

primitive de la fonction f sur I est la fonction F | définie

On en déduit qu’une

par: |F(z) = —;—In(Sx —1).

FExercice 75.

Solution

1. La fonction f est une fonction rationnelle qui est définie sur

I——oo;glu Z—;—}—oo[. Elle est continue sur I donc / admet des
primitives sur 7.

2. Pour tout z€l, 0<z<1 donc —7<4z—-7<-8. Si on pose
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-4 1 u’ (z)
. T—4x 4 u (:z:)
On en déduit qu une prlmltlve de la fonction f sur J est la fonction F,

u(x) =7—4z alors u(x) >0 et f(x)_-}l-

définie par : |F(z) = i—ln(7 —4z)].

FExercice 76.

Solutz“on
1. Sur. I 2[ 2;+‘§o[, léLAfoﬂnvct‘ion f est‘une fonction rbatvio.nnelle donc
elle est cogtihue sur T et é,d‘met.: des primitives sur 7. :

2. Pour tout z € I,v z>2 donc z° —3>5. Si on pbse u(z) =2 -3

u' (z)

alors ©(z) >0 et u'(z) = 32% donc f(z) = .
: ' ul@

On en déduit qu’une primitive de la fonction f sur I est la fonction F,

définie par : |F(z) = In (:33 -~ 3) .

Fzxzercice 77.

S olution

I. Ona 2 +2*—z+2= (:E+2)(a: -—a:—l—l) ou. z° —a:—i-l est un
trlnome du second degré dont le discriminant est strictement négatif

(—3). Pour tout réel z, z° —':z: +1>0. L’ensemble de déﬁnition de f

est donc |E, :}-oo;—~2[U]~—2;“—{-o'o{ .

2. Sur 7 :}-—oo;—2[, lé fonction rationnelle f est continue, elle




302 S L’analyse

admet donc des primitives.

3. Pour tout zel, r+2<0 et 2’ —z4+1>0 donc
2 +1° —z+2<0. Si on pose u(@) =—1' —a> +z—2 alors u(z) >0
o
et u' (@) = —32% — 2z +1 donc f(z)=— @
u(z)

On en déduit qu’une primitive de la fonction f sur I-est la fonction F,

définie par :|F'(z) =1In (—z3 — IZJ2 .y — 2) .

E’aﬁerciCe 78.

Solution

2 . . .
1. Pourtout z€l,ona -§— <sin(z) <1 donc f est bien définie sur

Pintervalle I'. De plus, f, vquotie_nt de deux fonctions continues sur I,

est continue sur /. On en déduit que f admet des primitives sur I .

2. Pour tout z € ,on a sin(z) >0 et sin’(z) = cos(z).

-

o

s

Une primitive de f sur I =

est la fonction F' définie par :

|F (z) = In(sin (m))].

FExercice 79.

Solution

1. On sait que la fonction tangente est continue sur ;

, elle est

mwT

donc continue sur [ =| — —;— | et admet des primitives sur I .
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2. f@= M Pour tout z €171, cos(z) >0 et cos’ (x) = —sin(z)
P o .cos(@) T T . i
/!
donc f(z) = — o8 ((:z:)). Une primitive de f sur I est donc la fonction
cos (z

F définie par : |F(z) = —In (cos(z)) = ln{__l__'.] )
v ' cos ()

FEzercice 80.%

Solﬂtibn

| 2 B
1. Pour tout 7 appartenant & I, on a -——<sm(m)<£ ‘et

%<cos(m)gl donc —2+\/§

<sin(x)—cos(z) < 0.

La fonction f est un quotient de deux fonctions contiriues sur [ ; son

dénominateur ne s’annulant pas sur. I, on en déduit la continuité de f

et Pexistence de primitives de f sur 7T .

2. Pourtout z ¢ ~—7Z;Z- » ONL pose u () = cos(z) —sin(z) .

- , 2 ' v’ (z)

Ona u@>0 et u (Z) = —sin(z) —cos(z) donc f(z)= >
, u(x

Une primitive de la fonction f sur I est donc la fonction F définie

par : [E(z) = In(u (@) = In(cos(z) — sin (9:))] )

FExercice 81_. -.

Solution

1. La fonction f ; quotient de deux fonctions continues sur
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T T T
cos’ (a:) ne s’annulant pas sur |—-—;—|, est continue sur | ——;— {
272 22
7T
2. Pour tout x € } 55 . on pose u(x = cos@ d’out
u' (@)
uw'(x) = —sin(z) . f(z) s’écrit alors f(x) = el Donc une primitive
ulz

de f sur I, est la fonction F définie par : F(z) = ——
_ cos (z)

E@ergice 82.

Solution

1. La fonction z+ zln(z) est continue sur I'=}1;+oo[ et ne

s’annule jamais sur cet intervalle. La fonction f est donc continue sur
I et elle admet des "primi‘tives sur [. |

9. Pour tout z€l, si on pose u(@) =In() alors u(x)> 0 et
1 4
z _v@®

uw' () = —. On peut don¢ écrire f(z)= et une

T _ zln (z) 111(:1:) u (x)

.

primitive de f sur I, est la fonction F définie par : F@)=In(ln@)

Ezercice 83.
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Solution

1. Pour z>1,0ona z—1>0, 224+1>0 et (z+2)2 > 0 donc, sur
]1;—}-00 {, f(x) est du signe du numérateur 5z° — 16z — 16.
A=24 1, = —% et 531 =4. Ainsi, 5z —162—16 est ‘positif &
l'extérieur des racines et négatif & l'intérieur.
Siz 6]1;4{ alors f(z) <0 etsiz 6]4_;—}—00[ alors f(z)> 0.
2. Pourtout z>1,o0na:

a + b i c _
204+1 (z+2)° 2(z-1)
20z =) (e +2° + 2 (= -1)Qs+ ) +cQe+D(z +2)°

2(z —1)(2z + 1) (z +2)°
2az® + 6az? — 8a + 4bx® — 2bx — 2b + 2cz® + 9ez® + 127 + 4e .
o 2(z —1)(2z +1)(z + 2)°
(20 +2¢)z® + (Ba + 4b 4 9¢) 7 +(12¢ — 2b)z — 8a — 2b + 4¢
2(z—1)(2z+1)(z +2)°

a n b n c

20+1  (z+2)° 2(z-1)

Par identification, on a f@=

si, et

(20 +2c =0
 [6a+4b+9c=5
seulement si, | 196 9 — 16
—8a —2b + 4c = —16
'2a+éc:o 0= —c
6a+4b+9c =5 4b+3c=5 a=—c
|12¢ — 26 = —16 S lige—gp= 16T |06 =8
84— +4c=—16 |12c—2%——16 [|$FT3=3
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Ja——-—c ) a = —C a=1
s ib=6c+8 S {h=6c+8 & {p=2
l32+24c+3c =5 - |2T¢c=-=27 c=—1

__1 .2 1
20+1  (z4+2° 2(@—-1)|

Ainsi, pour tout z > 1, |f ()

3. La fonction f, fonction rationnelle, est continue sur son ensemble

de définition donc elle admet des primitives sur ]1;—!— %) {

1 —1 1 1
f@) =~=x — 2% 5 — =X .
2 2z+1 (z+2) 2 (z-1)

Pour z>1,0ona z—1>0 et 22+1>0.

En notant F' une primitive de f sur }1;-{— o0 {, on a:

F@= l111(2:1:—}—1) —,——-12————1—1n(:c——1)+0 o C est une constante.
2 z+2 2 _
F(:c):iln[zm_l_l]—- 2 Lo,
2 r—1 z+2 ' '
F(Z)z—l—lz-(—é)-—_i implique C = 0 donc F(x)-—*»—l—ln(fgwﬁ_l}— 2 .
. 2 z—1 42
4. u, = F(n) donc un:lln[2n+1]— 2 .
2 n—1 n+1

5.  La fonction F est une primitive de f sur MI;—I— oo[ donc, pour tout
réel z appartenant a }1;—!—00[,»011 a Fl@@) = fw. D'aprés 1, on sait
que si z € } 454 oo{ alors f(z)>0 donc F est strictement croissante
sur {4;—|—oo{. Pour tout n>4, comme n<n-+1, on ‘a

Fm)<F(n+1), clest-a-dire wu, <wu,.;. La suite (Un)psy st
strictement croissante & partir du rang 4.

6. On utilise le théoréme sur la limite d'une fonction composée.

2 R
lim =2 L 2 et lim In(X) =2 (car In est continue en 2) donc
z—400 T — 1 X—2
lim ln(% i 1] =In(2). D'autre part, lim =0 donc
T—+00 . z—1 : . T—+oo T 4 2 . ’
, 1
lim Fo =22 o | fim o =23
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FEzercice 84.

Solution

1. En posant u(x) = z et v() = 22
z— z°~1

f@=v@+In(u@). (@ > 0) <=>(:z: E]—oo;—l[U}l;-{—ooDv.

,ona :

Comme la fonction v est définie pour tout réel différent de —1 et 1,

I'ensemble de définition de la fonction [ est:

E, |- 1[U]trr o]

o Il est clair que E; est centré en 0. Pour toutz € E,,

= ) (-—:n-{—lJ:_ T z+,1”

f (——xl) =
72 -1

+ In =—f(z).
r—1

Tt —1 ~z—1

—{—ln(

La fonction f est impaire.

Cela permet d’étudier f sur l’ensemble E — ] 1;+ {
u' (@)
o f est dérivable sur Ef. Pour tout z>1, fl(z)=v'(z)+ .
: u(x

g’ +1 -2 z~1_ gty ~2
($2 _1)2 +(x~1)2 Xw+l—~(z2._1)2 T -1

2’ —1+22" +2 |, 3?41
(z2_1)2 (@ ——-—--—~($2_1)2

Pour tout z € E, f/(z) < 0. La fonction [ est strictement décroissante

sur E.

fla@ ==

° Iinl1 u(z) = +o00 et Klim In(X) = +co donc lir? In (u(2)) = +o0.
z—1t (—4-c0 z—1*
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lim v(z) = +co . Par conséquent, lirgl+ [v@) + In(u(@)] = +o0 .

z—1

lim f () =4c0]f.
.’17—)1+ .

z =1 est une équation d’une asymptote verticale & la courbe C' .

° lim v@) =1 et lim 1n<X) =In(1) =0 donc lim In(u(z))=0.
T—+c0 X—1 : . Z—+400.

Deplus lim v(z)= 0. Par conséquent, lim [v(z)+In(u(z)]=0 .
T—-00 ) T—+400 : :

lim f(z)=0].

T—+00

y = 0 est une équation d’une asymptote verticale & la courbe C.
. .

—‘N(.»)-bU’lU)*:lt.D(P
e B R B e e o e

23456728 910111213 14 15

el
"
:

3. g . est dérivable sur 1;—%—00[ et, pour tout =z appartenant &

}1;+oo{‘, g @ ::'ln(:z;—}-l)—}-l—ln(a:—-l)——l=1n(cc+1)—~ln(:c~1).

z—1

g9 () = ln[w_l_l] .

1 -
g est une primitive de la fonction z +— ln[w + ] sur ] 1;4+ o0 [ .
a; —

On pose, pour tout z appartenant a ] 1+ o0 [, wz) =z? —1.

, .
w()>0 et v(z)= 5 :Ex w (@ donc une primitive de v sur
¢ -1 2 wx)

1 .
}1;—}— oo[ est la fonction V' définie par V (2) = Eln (332 — 1) .
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Les primitives de la fonction f sur }1;—!—00{ sont les fonctions définies

sur }1;—}— oo[ de la forme z'— V@) 4+ gz)+ K ot K est une constante

réelle. ,
F(z)= %ln(:c2 — 1) +(@+)In(z+1)~ (2 -1)In(z — )+ K.

F(m):éln((z? -1)—i—wln(z%—l)'-{—ln(x—{—l);xln(a:—1)+1n(x~l)+K

z+1

r—1

F(m)zg—ln(mz——1>+xln( J-}—K‘

" Pour déterminer la valeur d‘e la constante K , on utiiise F (\/5 ) =0.
3 V2 +1
(F(\/?)':—-O)@[Eln((\/_) ~1)+J‘1 [ +1}+K=0J.

NG
(F(v2)=0) & [K n {*f 1”

V241 |
(F(2)=0) « (x =V21n|(V2 -1 | & (K = 2v31n (V2 - 1).

Dongc, pour. tout z € ] 1,4+ [',

F(z) = g—ln(:vz —1)+$ln'{mT1]+2J§ln(ﬁwl) .

g‘;—.

VIII. Aze et centre de symétrie

v Aze de symétrie

Fxercice 85.

Solution

1. Le discriminant de 22 +82+9 est —8. Pour tout réel z,
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22 +8z +9 > 0. Le discriminant de 2z 4+ 8z.+6 est 16 et ses racines
sont —1 et —-3. D’aprés le théoréme. sur le signe du trinéme, on a:
22> 48z +6 > 0 si, et seulement si, = E'}——oo;—-B[U}—l;—i—oo{ .

22> + 8z +6

952 +83:+9>O si, et seulement si, xe]foo;._g[u}_l;_{_oo[.

Ef=]—oo;f3[u},—1;+oo[.

2. E, est centré en —2.
(l‘EEf)<=><l‘<_3 oua:>-—1)<:><-—3:>3ou-m<1).

(méEf)é(—4—x>—1 ou ‘—4——33<~—3)®(—4——506Ef).-

Pour tout z appartenant & £,

fay=1n|2E F52+9-3 =1n{1'——-—é—;-§—--—].
2z 48z 49 - 2z2° +8z+9)
f(-4—2)=1In 1.‘— ‘ 5 '
2(~4~z) +8(—4—2)+9) ,
fedmg) =1 e S J=mfi- 2
22" 4162 +32—-32—-8x+9 2z° + 8z +9

f(—4—2z)= f(z). La droite (A) déquation z=—2 est un axe de
symétrie de Cs.
3.
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FEzercice 86,

Solution

On a vu dans 'exercice précédent que : E, = ] - 00— 3{ U ] — 1+ oo{ .

On pose Q2 (—- 2,0) . On définit un nouveau repére (Q,—z?, 3) .
Soit (:z:,y) les coordonnées du point M dans I’ancien repére (0,5,3)"&

(X ,Y)' les coordonnées du point M dans' Ie repére (Q,?,}) .

On exploite la relation vectorielle OM =0Q + QM pour obtenir :

T=-24+X
=Y

(M(:ry)eC’) (y——f(x)etxéE) (
(M(z,y)eC) & S(Y=f(X-2 et —2+XcE :).

Yoo 2X =2 +8(X~2) +6
ol -2 rs(x—2) 19

et X € J—oo;—l{U}l;-Foo[

(M(zy) € 0)

(M ec)s Y:ln[%—z%%]etX€}-oo;——1[u}l;+oo[ .
On  définit la fonction g sur }——oo;——l{U}l;-i—oo[ par
g(¢~)‘:1n[§zj;§} On note E"g:]—~oo;—1[U]1;+oo{.

E est centré en 0 et, pour tout T appartenant aE y §(—2) = g(2).
La fonction g est paire. Le graphe de la fonction g admet l'axe des

ordonnées, dans le repére (Q,z, _]), comme axe de symétrie. Une
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équation de cet axe est X =0 dans (Q,—z?,}) et £ =—2 dans (O,Z,j) .

v" Centre de symétrie

Fzercice 87.

Solution ,
. s AN ’ N 1 1 ‘-.' '?'
1. Soit (Q,’L,j) le nouveau repére. On a Q| =,—=| dans (O,z ,]).
‘ \2° 4
On note (z,y) les coordonnées de M dans le repére (O,?,’}) et (X, Y)‘
les coordonnées de M dans le repére (Q,?,}) .

(00 =001+ 0M) s+ 4 = 57~ 25 + Xi+Y7).

(0% =06+ 0H) & a7 43 = [x + i+ [y 3]i].

4
(OM =06+ O ) & | f
=Y _=
i 4
(MeO)@(yzf(m) et:cEEf).‘
MelO)e Y—i:f X+%] etX+-;—eEf].
\
L x4io1] x4l
Y-2=l 21 R
Med) | Xts 2

| 1 11 \
t X € lmoo;—2 U=
© } J}2+4
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T [2X -1} 2X 41 1 1 1
_ Y =1 - + - tXE}—oo;———[U}—-;—i— { .
‘Wec} [ H{QXH] g Tyl TTiTgpite
2X-1) X 1 1
slr=1 X exel ;_,_M_; {
(MeC) [ n(2X+1} 5 © 003 =2 5 + o0
. 1 1
On pose, pour tout =z appartenant & —oo;—_—Z—{U}-Q—;ql-oo{,
22 —1) & 1,01
=] ——. Notons E, = [~0o;—=| —~;+oo{.
o n(2m+1] 2 = 2172
E, est centré en 0, clest-a-dire si z € E, alors —z € E,.
- Pour tout z appartenant & }~oo;~—-él- U %;—{—oo ,
g(-—x)=1n(:42£:—1—]——_—£=1n(2$+1}+3:_1n[2m_1]+f£_
-2z +1 2 . 2z —-1) 2 20 4+1) 2

Finalement, g(—z) = —g(x.

g est une fonction impaire donc 2, origine du repgre (Q,_i‘j), est un

centre de symétrie de la courbe O .

2. La fonction f est continue et dérivable s-ur } —c0;0 [ U ] 1;+ (o) [ .

Pour tout E]-——(_)o;O[U}l;.—l-oo[,'f'(m) =.;-(—;1~—1)——%.

| C—2)(z 1)
2z(z—1)

(=)=

Pour tout z appartenant & }*OO;O[U]13+OO[, 2z(z—1)>0. Le
signe de f'(z) est celui du trinéme 2-z)(z+1).

o S ze }—~ oo;——l{ alors f'(z)<0. f est strictement décroissante

_ gur }~oo;—1{.

e Siz E}—l;O[ alors f’(:z:)> 0. f est strictement croissante sur

}~1;0{.

o "Si g 5}1;2{ alors f'(z)>0. [ est stricﬁement croissante sur
Jl;Q{.

e Size } 2;4 oo{ alors f'(x) .<'O. f est strictement décroissante sur

]2;+oo[.
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D’autre part, lim f(z) = +oco, 1ir+n f () = —c0, lirg;_,f(a:) =400,
lim f(z) = —oco. Les droites d’équations £ =0 et z=1 sont des
z—1% .

asymptotes verticales. De plus, il est facile de montrer que la droite

d’équation y = ——g-_ est une asymptote oblique ( li-{moo ( f@ ——[—-gn =0

et lim (fcmw(m;-]}:m.

—_—0

)
[&,]
A
1
W
U
N
]

[N
©]
N 4
w4
ES

[é 8

A

\l

A

Fzxercice 88.

Solution

1
e  Méthode 1. Montrons que E, est centréen —.

T€Ef) e (z<0ouz>1)< (—z> 0 ou —z < —1).
7

(meEf)@(l—x>lou 1—a:<0)¢>((1——$)€Ef).

.. 1 1
Ainsi, E, est centré en —. Pour tout réel = tel que =+ 1z € E.
2 2
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1 1 -z ——z-1
fl=+z|+fl-—= ;;—% +1n2 4—2_ +1In| £

2 2 2 L 2 1

— ——z
2 : 2

1 1 1+ 2z 22 —1) 1-2z (—23:—1J

—+z|+ flm-—z|=— +In — +In|————1.
f2+ f2_ 4 [2£E+1J 4 1—-2z

1 1 1+ 2z 2z —1 1—-22 2z —1

—+z|+ fl-—2|=— + In — —In .
o A e e | R =

1 1 1

—+Z|+J——z|=—~.
o)+ 5-7=3

1 1 Y
"Donc Q2 5,—2] Hest centre de symétrie de la courbe C .
e Meéthode 2.
Pour tout réel z appartenant a E.,,ona: , |
f(1~$)+f($)=—1-x+1n(1—$—1}e£+1n{x~1].
1—2z 2 T,

f(l—'x)+f(m)=-——-—-1_$+x+ln{ z ]+1n{$——1}

4 1
A=)+ f@y=~=.
2
Donc Q{ %;——i} est centre de symétrie de la courbe c¢ :

EX{ ﬂ@gajﬁthme décimal

FExzercice 89.%%%

Solution
I (C(385243) =6
385243 = 3x10° + 8 x10* + 5x10% + 2x10% + 4x 10" + 3% 10°
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C(385243) =5+1=6. Il n’y a donc aucun probléme pour déterminer
C'(n) si on connait écriture décimale de n. Le but du probléme est la
détermination de C(n) quand on ne connait pas Décriture décimale de

n.

2. Soit n un entier naturel non nul.
Il existe p-+1 entiers, q,, a, ... , a, pris dans l’ensemble {{0;9}} tels
que a, =0 et n=a,x10° +a, ; X107 + ... +a; x10' +q.

Il est clair que sous cette formeona:C(n)=p+1 (1)

10 101’*1 107

N =a, + pl—l— + a11+_ Commea r-O ona 1<N<10.
10 107~ IOP

Ainsi, log(1) < log(N) <log (10) c’est-a~dire 0 < log(N)<1.

log (n) = log (107 x N) = log (107) +log(N) = p + log(IV).

On a p<p+log(N)<p +1 c est—a,—dn*e p<log@m)<p +1 et donc
E(lognm)=p (2).

De (1) et (2) on déduit la relation [O n) = E (log(m)) +1].

a
On peut écrire : n='10p{a +E ! +—]~10pr

3. Applications.

° a = 9(9) Le nombre est trop grand pour qu’une calculatrice nous
donne son logarithme dec1ma,1 log(a) = 99 1og(9) La calculatnce Tous
donne ' 369693099,6 < log (a) < 369693099,7 donc
E (log (a)) =369693099 et on a |C'(a) = E (log(a)) + 1 = 369693100].

o =119
log (b) = 97 log(11) et E(log(b)) = 4980948 donc |C'(b) = 4980949) .

o o= 2 (8 ) 1l est difficile d’évaluer log (2% _1).
c = 286242 (286241 _ 1) — 2172483 _ 286242 ’

On va montrer que C (o) = C(2"7%).

log (2'™#%*) = 172483 x log (2) et log (2%2?) = 86242 x log (2).
E(log (217208 )) = 51922 et E(log(286242)> = 25961 .

Donc C(2'™*%) = 51923 et C(2%%) = 25962

On soustrait un nombre de 25962 chiffres & un nombre de 51923
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chiffres, le résultat est toujours un nombre de 51923 chiffres dans le cas
ou le chiffre le plus. significatif du.plus. grand.nombre est strictement
plus grand que 1. Détermination du chiffre le plus significatif de 2172483
On a 51922.55 < 172483 log(2) < 51922.56

donc 1071922 510055 9172483 _ q(y51922 100-56

d’ot 3.54 x10°%%2 < Q172483 - 3 gy 5 151922

Le chiffre le plus significatif de 2172*®% ost 3 donc

C ) = .0(2172483) = 51923|.

Ewercice 90.

Solution

(pH =7) & (1n([H,0*]) = In (107). [pE =7 & [H,0T =107
2. On multiplie la concentra‘tion en ions H3Q+ par 10.

N __{1ox[H,0*]) _In(10) In([H,0%))
B In(10)  In (10)  In(10)
~log (10->< [H30+]> =—1-log ([HSO+}) - Si la concentration en ions

_-log(i() x [H,0%])

H,0™ est multipliée par 10 alors le pH est diminué de 1.

3.  Solution trés acide :
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: m(10™)  1n(10)
H = —log(0.1) = - - it [pH =1].
P e0D)=="770 “mao) L2 -

Solution trés basique :

~ Clog(i0) = 200, mQ0)
pH = log(lO )— 0 (10) _14X1n(10) soit ,

Qn obtient |1 < pH <14.

X. Problémes

FExercice 91.

Solution

1. - —%—i>0 &= mE]—oo;O{U}
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PRE |

2. Limites de la fonction f en +oo et en —oo.

On utilise le théoréme sur la limite d’une fonction composée.

T—F00 T

lim (1 —-i) =1 et )l{lml In{(X)=In(1) =0 (car In continue en 1) done

lim In[l——l} =0. [ lim f@ = +ool et | lim f(» = —c0].
T—+o00 T T——00 | 2400

° Limite de la fonction fen 07,

On utilise le théoréme sur 15 limite d’une fonction composee

lim (l—l] +oo et hm ln(X) +0co donc lim ln(l——l—] = 400 .
z—0" T z—0" T

lim f(z) = +co
z—0"

° ' Limite de la fonction fen 17,

On utilise le théoréme sur la limite d’une fonction composée. -

1117125 (1—}—}— 0% et hrn  In(X) = — donc lim ln[l-——l—):——oo,
T— T ‘ ‘

z—>1+ ' T

lim @ = —o0

3. On dedult ‘de la question 2 que les droites dequatlon z=10 et
T =1 sont des asymptotes verticales 3, C’

4. Cette question est traitée dans ’exercice 70.

lim 1n{1~—1—}: 0 donc la droite (D), d’équation y:———ai, ‘est une
T—3dco ';z: ) 2 .

asymptote oblique 4 la courbe ¢

C' est au dessus de (D) sur ]—~oo O[ et en dessous de (D) sur Jl -{—oo{

5. La fonction I est dérivable sur son ensemble de définition E,.

1
Pour tout T & E¢, on pose u(z)=1-—-=. On a,f(:z:)Z«E—f-ln(u(rE))

1 v’ () 1 1 2?4y +2
donc f/(z)=—Z4 == =2 TTTe
7 2 u@m / 2 z(z-1) 2z(z—1)
Po-ur tout T E Ef ,on a f/ (.'L‘) —_— (x + 1) (2 - x) i
‘ - 22(x—1)

6. Pour tout mEEf, Z2(z—1)> 0, donc 22(z~1)>0. Le signe de

'@ est donc le méme que celui de son numeérateur, c’est-a-dire
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(z +1)(2 —z). Clest un polyndéme du second degré dont les racines sont
—1 et 2: A o

° Size}—oo;—l[U}Q;—i—oo{alors fl) <0.

. Si:cE]—-l;O{U]vl;Q[alors @ >0.

- fI-1)=f'(@=0. ‘

7. La question precedente permet de conclure.

f est strictement décroissante sur ]—-oo;—l} et sur [2;-{-00[ et

strictement croissante sur [‘—1;0{ et sur ]1;2 }

Remarque : La fonction f n’est pas strictement  croissante
ur]—l;O ;U]l_;Q{.

8. | »Tableéu dé Variation de la fonction 7.

Lz —00 : ;1 0 1 2 400

@) - 0+ + -0 -

. 400 - . Hoo - —1—1In(2)

S line
2

9. - Cette question est traitée dans les exercices 87 et 88.

Donc le point [é—,—%) est centre de symétrie de la courbe C.

10. Tracé de la courbe C.

o4+

.34
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FExzercice 92.%

. W_mmmwmwamnmm}m*m%%ﬁﬁ?&;ﬁ %

olution

L est strictement positif si,

est définie pour tout z = 2 ,

:v—

et seulement si, z= 0 et £ = 2 , donc B, = R—{0;2} .

2.

— et z(zx—2) ont, sur R——{O;Q}, le méme signe.

($i2>0]®($€}~00;0[U}2;+00D.

(xf2 <OJ¢$($6}O;2D.

° Si:z:E]—oo;O{U}Z;%—oo['a‘lorsf(x):ln(miz).

o Si :I:E]O;Q[ alors f(x):ln(.——:%).
m_
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3. ﬁm =1 et lim|X|=1 donc lim z =1.
T—too I — X1 i I—rioo T—92
lim i-—:l et limln(X)zln(l)::O donc lim ln[ D:O.
z—koo|T — 2 X-1 . T—zco T —2
Conclusion : | lim f(z)=0|et|{ lim f(z)=0].
T——00 T—-+00
lim( z ]:0 et lim]X!zOfr donc lim |— |=O+.
-0\ — 2 X—0 0| — 2
lim l =0" et hm ln(X) = —co donc lim ln( ” =—00.
z—0|p — 2 ) —0* ‘ z—0 z—2 .
Conclusion :|lim ln( . 7 “ = —0o0|.
:E—_»O z—2
lim ( Jz- +oco et lim { —1{ = —00 donc lim lz +00.
z—2" g — 2 T—2" :v—-2 =2 —2 ‘
lim l:»-}—oo et hm In(X) = +c0 done limln( x l] = +400.
T2 — 2 X—+o0 =2 \jlz—2
Conclusion : {lim In[ z }z. +0o0]..
z—2 T — 2 .

4. On déduit des limites précédentes que les droites d’équations z=0
et =2 sont deux asymptotes verticales et que la droite (D),
d’ équation y = 0, est une asymptote honzon‘tale au voisinage de 400 et
dé —co.

5. La pos1t10n relative de la courbe C' et de la droite (D) s obtlent en
étudiant le signe de f (z).

Pour tout z différent de 0 et 2,ona:

>1)

>1o0u

(f@>0) e ||-Z

\3_2

(f@)>0) &

T — z—2

T

(f@>0)s —1>0o0u

z—2
2
z—2

2z -2

z—2

(f@ >0« > 0 ou

<0).
(f@)>0) (3: > 2 ou b2:($;1)(‘a:'—-' 2) < 0).

f(z)>0<:>(3:€}2;+ooD ou (me}lﬂ[)‘
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(f(:z:)>O)@(:EE}I;?[U]?H—OOD.

:1](1,[ c S 93:1} :

r—2 T—2

De plus, (f(:z:)-—-O)“@(
x_

(f<z>=0)<:>(:c:—a:+2ouz=$_+2)@(le);_,

Conclusion : _

o  Sur ]I;Z[U}Z;-f—oo[, C est au dessus de (D).

o 'Sur }—OO;O[U}D;I[, C est en dessous de (D).

o La courbe C' et la droite (D) se coupent au point d’abscisse 1.

6. Pour xe}—-oo;O[U]Q;—{—oo{,on sait que f(:v)=1n(mi2}, ,

14
On pose u(z) = — donc‘f’(x):u<x)=’— 2 5 :z:..2
' -2
SOit ,(.'L'):-—__—..
d z(z—2)

Pour x€}0;2[,on sait que f(:c)zln( _xz} —

! - - ' — . . —
On pose u(:c)z———:—v— dou f(z)= ke (z)_—.‘ . 2 '2~><$ 2': _—2 .
. T2 uzy  (z2-2° -z z(z-2)
Conclusion : pour tout r ek, f’(:z):..._._~2__-.
z(z—2)|.

Remarque : on peut utiliser le théoréme : si u est dérivable et ne
s’annule pas sur I, alors la fonction Injul est dérivable et

/
(Ino u)l =L
: u

7. Pour xE}—oo;OlU}Z;—I—oo{, on sait que Z2>'O donc
—— <0 et fl(2) <0.
w(e—2)  ° Fes
Pour :L‘E]O;Z{ on sait‘que <0, donc — >0et fl'ix)>0.
T — z(z—2)
- La fonction [ est strictement décroissante sur ]~—oo;0{ et sur

} 25400 { . La fonction f est strictement croissante sur } 0;2 { .
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8. Tableau de variation de la fonction f .

z —c0 .0 2 +00
F@ | — o -
0 | +00|| + 0
f \ / \
—oo||—od ‘ 0

9. On va montrer que le point (1,0) est un centre de symétrie de la

courbe C'. E; esfc centréen 1.
(:EEEf)@(a:;—:Oetx¢2>®(——x,¢0et-—:c¢——2).
(zeB) e (2-z=2et Qf;ti"o)@(z—meEf).

Cette derniére équiv:ilence prouve que l’ensemble de définition' de la

zin]:m{

|- =0,

Le point Q (1,0) est centre de symétrie de la courbe C'.

fonction f est centré en 1.

Pour tout = app‘arténan‘t a E;,ona

o

z

T —2
T

T .

i}

: 2—2z
f@—z)+f@= 111(2—_—:2—_‘5

T —2

z

oo

m._

f(_2~—w)+f<m>——41n[

m_—

10. Tracé de la courbe C'.

)
wmT
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FExercice 93.%%%

Solution o

L :(1+1)f1+1 (1+l}... 1+-1-}.
: 2 3 n

F =2, Pz=2><§=3, P, =3><§=4.

On peut conjecturer : P, =n+41. Montrons-le par un raisonnement par
récurrence. Pour tout entier naturel non nul n, on note Am) la
proposition « B, =n+1 ». A(1) est vraie car P =2.

Soit n un entier naturel non nul. On suppose que A(n) est vraie.

n+1+1
=(n-4+1
n+1 ( +)[ n+1

A(n+1) est vraie. La proposition A(n) est vraie au rang 1 et est

P =P x|1+ l =n+2 dong la proposition

héréditaire, donc elle est vraie pour tout n € N°.

P _ (1+1)[1 +é}[l+ —3{1 +l],= n+1

T

Pour toutn € N*, on a: @, =In(P,) donc Q, =In(n+1).
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Q, = gln{l—{-%}: In(n+1)|.

Ona lim (n+1)= +oco donc | lim P, ———l—oo.

n—4-00 n—-+00

lim (n+1)=+oco et Jim In(X) = +co donc lim In(n+1) =

soit hr+n Q = +o0|.
. 1 1 1
2. Pour tout entier n > 2, B = ——— X ———X ... X ——.
. _ n 1 1 1
1—-=- 1—-= 1——
2 3 n
1 1
RZI——‘T:Q, R3=—1——————1——=3.Il>sembleque ann.
2 2 3

M‘éntfons-le‘ par un raisonnement par récﬁrrencé. On note pour tout
entier n > 2, B(n) la proposition « R, =n ».

B(2) est vraié car R, = 2.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 2. On suppose ciue B
est vraie. . '

1 n n o
1 ~ nxi—1- "7 =n+1. Donc la proposition

Rn-i-l:Rnx —
1—

n+l1  n+1 n+1
B(n+1) est vraie. B(n) est vraie au rang 2 et elle est héréditaire,

donc la proposition est vraie pour tout n > 2.

} —Zln[l-—]z—sn done

Onaln Zm
_ k=2 1—=
k

Il est clair que | lim R, = +oco| et | lim S = —oo].

n——+o0 n—-+00

3. On définit, pour tout entier naturel n > 2, la suite (T, )n>2 par :

T, = L X ! X1 X !
n 1 1) 1
el e 1=
ol _4_2x2 , 1o.1 16 2x3
1-L 8 241 3 [1_1} 474 341
4 4 9) 6
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) 2
Il semble que 7 = :1 Montrons-le par un raisonnement par
' n
récurrence. Notons, pour tout entler naturel n superleur ou egal a 2,
5 ‘
O (n) la proposition « 7, = 2y C(2) est vraie car T, = é
: n+4+1 ' 3
Soit m un entier naturel supérieur ou égal & 2. On suppose que C (n)
est vrale. : , ‘
1 1 1 1
= T X = X — = .
S P B3 S (e Rl O R
(n+1) 2n (n +1) 2n(n +1)?
T =T x 1 __2n o 12 2n(n+1)
-1 n+1l [(n+1)° -1 (n+1)(n+2)n
(n+1)° (n+1)° -
2
1l = ___(_n_—{—_lz donc la proposition C(n+1) est vraie. La prop081t1on

C’(n) est vraie au rang 2 et est heredltalre donc elle est vraie pour

tout n > 2.

2n ] donc ZIH[l-———J#—_In{ 2n ] .
+1 _ = ' n-+1

nEIflm mo 2 et 1‘;_13(——1n(X)) =—In(2) doncv
lim (-In[ 2n J] =—In(2).
noteol n+1
La suite (U,n)f122 est convergente et hin U, =—-In(2)].

Ezercice 94.%
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Solution
e . . , 1 2
1. Les dérivées des trois fonctions sont f@=—, gltxy== et
-z : T
h'(z) =§. Les fonctions f, g et h sont donc strictement croissantes
z
sur }O;-{— oo.[.
2. Limitesen 0
® lin'ol]n(:z:) = —o0 donc Iir%f(:z:) = —00|.
e limz® =0 et limIn(X) = —co donc lim In(:c2) = —00.
z—0 X—0 . : z—0
Iingg () = —00|.
e limz’ =0 et imIn(X)= —oco donc limln (z*) = —c0 .
. z—0 X—0 z—0
lingh(x)z —00|. -

L’axe des ordonnées est donc une asymptote verticale pour les trois
courbes.

Limites en oo :

° lim In(z) = +o0o donc[lim f(z) = +ool.
T—r+00 T—00

o lim 2 =400 et lim In (X) = +co donc lim In (:1:2) =400,
ZT—+00 X—+o0 - Z—+00
liin 9(Z) = +o0|.
° lim 2° = +00 et lim In (X) = 400 donc lim 1n(x3) = +00.
Z—r+00 X—+c0 T—r+00
lim h(z) = +oco|.
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3. Les courbes Cl, C, et C,.

BT s

6 7 8 9 10 11 12 13

4. Soit s un réel str1ctement pos1t1f Déterminons les equa.tlons des

trois tangentes T, T, et T,.

° Tangente T,. On a f(s) =In(s) et, f ) = 1 . Uné équation de Ia

tangente & O au point d’abscisse s est = Ea: —1+Ine)|.
3

[N}

° Tangente 2I,. On a g(s)zln(32)=21n(s) et ¢'()=2Z=. Une
, ) s

équation de la tangente 4 C, au point d’abscisse s est

y—Z{lx 1+1n(s)} .

° Tangente T7,. On a h(s) = ln( )——31n(s) et h'(s)zé. Une
, s

equation de la tangente a (; ‘au point d’abscisse s est

y=3 ( 1 z—14+In (S)J . Les vtrois tangentes ont des coefficients

dlrecteurs deux & deux dlfferents donc les trois tangentes sont deux &
deux sécantes. Soit K l'intersection de T, et T , abscisse de K vérifie

I'équation : [}-m—1+ln(3) = 2(}—93—~1+1H(S)D And {i
R P

x——1-|-1n(s)::0].
s

1
(—:z:—~1+1n(s)»_ 2[1:3—1+1n(s)}} @]gzs—sln(s)].
s
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Les coordonnées de K sont: (s—'s In (s);O). On montre facilement que

K appartient & 7T, Les trois tangentes concourent en K .

Pour s=5 ona 5—5In(5) ~ —3.04.

5. On a I =In(s")=rln(s) et l’(s):i. Une équation de la
s

r—1+1n

[V

tangente & € au point d’abscisse s est |y = 7"{

On en déduit que le point K appartient a Tr

Fxercice 95,
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Solution

Partie T.

1. Le discriminaht de 2* —22 42 est négatif (—4), donc ce polyndéme
est du signe du coefficient de T, c‘est-éfdire positif. Donc, pour tout
réel v, 2* —22+2>0, |
2. T2’ —22+2 est dérivable et strictement positive sur R , donc
| 2:2 -2

—2z 42

f est dérivable sur R . Pour tout réel z,ona |f(z)=

Comme z° — 2z 4+ 2> 0, f'@) est du signe du numérateur.

x —-oo. o1 _ +oo

'@ | - 0 +

J - est donc strictement décroissante sur }——oo;l} et strictement

. r
croissante sur [1;—{— oo[

3. On pose u(z) =2 —~22+2. On a f@=Inu (:L‘))

Pour tout réel g = 0, u@ #:zz(l—-g—}—-z—z—] donc lim u(z) = 400,
. T x T—+00

Or, lir+noo In(z) = +00 done d'apfés le théoréme sur la limite d’une

fonction composée, on a lim f (@) = +o0l. De méme
I—+400

:Llil_n f @)= +o0].

4. Soit O (1, O) , (a:,y) les coordonnées d.L'lx vpoint M dans ll’ancien
repére (O,?, ;) et (X ,Y} les coordonnées du poiﬁﬁ M dans le
repére’(g,i, 3) Ona O =00 + 00

Les vecteurs sont égaux, donclleurs coordonnées sont égales.

r=14+X

Les formules de changement de repére sont : Y=Y

(Me@)e(y=fuw et ser).
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(Me(@) (Y =In(1+X*) et X+1€R).

.(M (@) & (Y =g(X) et X €R) avec g@) = In(1 +a%).

L’énsemble de déﬁrﬁtion de g est R, donc il est centré en O , de plus
gy =In(l+(z*)=1n (1 + a:z) = g(). On en déduit que g est une
fonction paire et que, par conséquent, la droite d'équation z =1 est un

axe de symétrie de (C) .

1"t
101

NW B OO~ ®
et

=1

18-17-16-15-14-13-12-11-10 -9 -8 7 -6 -5 -4 3 -2 /\2{3 4 567 8 910111213 14 15 16 17

O & bbb bR

Partie II. _

z’ —dz+4 B (z —2)
2 — 92249 2?2 -2z 4+ 2|

1. Ona '@ =f(z)—1=—

¢'(2) =0 et, pour tout T =2, o' @<0.

¢ est strictement décroissante sur R.

2. lim f@) =400 et lim —z =400 donc |lim ¢(z) = +ocol.

=400 T——0Q =00

3. Pour tout réel z >0, 0n a

T T

o) = f(:r)—lm:: 1n<a:2 —2:1;+2)—w'=1n[m2[1——2—+-22~]]——x .

2 2 ‘ nf1-2 42
ga(:z:):ln(:rz)-i—ln[l——_———}-——é-}——x::z: 21n (z) oz g

. ln@
lim

T—400 T Z—+400

=0 et lim lnv[l——g—l——%f}: 0 donc | lim ¢(z) = —cof.

T x I—~00
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3
4. @ est continue et strictement décroissante sur {———] Lp(—ll-) <0
, 10 10 ) 10 "

KPP PPN - =

ét 90{1—%]>0 donc I’equatlon tp(x)—D admet dans

3 J
—;—|, une
1010

unique solution «. On a (g&(a):O)(:}(f}(a):a). La droite (A)

coupe la courbe (C') en un point d'abscisse o vérifiant 0.3<a<04.

Fzxercice 96.
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Solution
. 2 2 . .
1. Pour tout z>20, 1—z— ! =1 z 1=—— z <0. On en
: S I+z 14z 14z ,
déduit que 1—2 <—— . De plus, I— ——=—>_>0.
o S 14z o 1+z 14z

<1|.

Finalement, |1—-z <

14+
2. On  -pose ¢p:z+ In(l4+z)—z.  Pour tout z>0,

¢ (@) = —-l—izj——— < O“ donc (/6 eét décroissante sur [O T+ oo[ et ¢ (0) =0

donc ¢. est négative ou nulle sur [O;—i— oo{ d'ot In(1+z)<=z.
.

On  pose 'gb::zf—>1n(1+a:)—-:t;+%. * Pour tout z >0,
o (@) =_1—_|1?— ~14z. En utilisa‘ntv la question précédénte, on a
' () >0 donc 1 est croissante sur [O;—_i— oo[ et ¥(0)=0. On en

. 2
déduit que < est positive sur [O;—i— oo{ dott z— %— <In(l1+=z).

. 2
Finalement, on a montré que |z — —3—:2— <In(l+z)<z.

3. g est manifestement . dérivable et, pour tout z >0,
Joo L 20ta-2_ 14
14z 2+z) 14z (2+72)
/(z.c) B PR
g z+1)(z+27|
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4. Il est clair que g’(a:)ZQ. De plus, z>0 implique z4+1>1 et

- y 2
2+222 dou (¢+2)' 24 etF (24 D) (EF 2 > “soit e 53’4—.

ZL‘Z

Finalement, |0 < ¢g'(z) < —4- .

3 : .
Soit €: 2 +— g(z) — % définie sur [0;—!— oo{ Cette fonction est dérivable

S,
sur [0;+ oo[ et, €' (@) = g'(:c)-%l—. Il suffit d’utiliser ce qui vient d’étre

fait pour montrer que &’(z) <0. Ainsi, € est décroissante sur [O;—{—oo[

3
et £(0) =0 donc e(z) <0 don Ogg(x)g%i.

8. f est un 4quotient de deux fonctions dérivables sur }O;-i— oo{,'le
dénominateur de f ne s’annulant pas sur ]O;—i—oo[ donc f est déri(rable

bl

sur }O;-{- oo[. Pour tout z appartenant & }_0 ,+ oo[

_ Xz —1In(l+1z).

/ 1+z . ; 1 T : :
@)= soit |f'(2) = |—— —In(1+2)].

f » 7t f : zz{z—i—l. ( )]

6.  Pour tout x>0,
22z 22(z+1)~z(z+2) 7 >0

T+2 1+z _(:c+2)(a:+1)_ =+ (z+2) - '

On a prouvé que 2z > z donc — 2z <-Z d’on -
. , z+2 41 T+ 2 - 41 T
‘ 2z T T

In(1+z)— <In(l+z)- soit (g(z) <In(1 4+ z)— .

In( )w+2~ ( )szl 9@ <In( ),x+1v

Ainsi, —1In 1+ —;-—-—x———<~—(:c) et, en utilisant 0 < (z), ((m)ﬁO.
| Groe—E < ;

La fonction f est continue sur [0;-!—00[ (lirrol f@) = 1) et, pour tout

>0, f/@)<0.Onen déduit que f _est'décroissante sur [0;_—!5 oo{.

1 1
: In 9:[1-!——*} 1n(1+-}
7. fao=2EFD — ol _Inz z
T T T T
Inz ln(l-%—l) ’
lim —= =0 et lim L. =0 donc lil;n fx) = 0.

Zotoo T—+400 T
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La courbe représentative de f admet Paxe des abscisses comme

asymptote en 4c0. -
. . 3
8 On a wvu dans la question 4. que 0<g(@) < % donc

2 z® 2x z? 2
0<In(l+=z ————-———<—~ doti. ——<In(l4+z)<—+ et
( ) 24z 12 , 24z ( ) 12 242

22 -£U<ln(1-{—:t:)—:c<———+ 22 — T soit
2+«zx 12 2+4=x
2 3 $2
<1n(1+:z:)—9:<—————
z 12 .24z
Pour tout >0, 0n a -1 Sln(l-#g:c)—wg_x__ ! .
‘ 24z by 12 24z
Faisons tendre z vers O. Iim[—— L }:—--1— et lim [—:E-—— 1 Jz_.l.
=0 24z 2 22012 2417 2
~done hngf@_)-(—)—]i@_ ~.On peut en déduire que f est dérivable en

0 et |f(0) = —% '.

f est dérivable en 0 donc (C) admet au point d’abscisse 0 une

tdngente, (T), dont une équation est y=f'(0)(z—0)+ f(0) soit

1 ‘ . o '
Yy = —'—2-3: +1|. La position de la courbe (C) par rapport a la tangente

(') est donnée par D’étude du signe de f (:1:)——{-—%3:—{—1) soit

1 .
M +—-z—1. On a wvu dans la question 2. que -
z
|
x—% In(1+z)<z d’ou, pour tout z>0, ————-—~—n(1+$)-—1+-:§—20.
. z

Finalement, (C) est au dessus de (T').
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~ K%k

FEzxercice 9

Solution

1. On pose, pogr tout z>1, @(m)zln(l—!—m)——ln(':c)—‘m_*_l et
‘il(zz)z—i:—ln(l—i—:v)—i-in(m‘).

° Etﬁde de la fénction u sur {l;-%—oo{ :

u/(l‘):‘_l___l_f_ L 2':, --_-1 doné, pour tout mE[l;-{—OO{,
. l+z z (z+1)° =z(z+1) _

w'(z) <0 et u est strictement décroissante sur { 140 { .
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‘ 1) -1 .
De plus, u(z) = ln(l + —] — .Ona lim u(z)=0, donc, pour tout
. T z—1 | z—+oo .

me{l;-{—_oo[, u(z) > 0. On a-——}-*_——l—<1'n(1+sc)—~ln(:z:) (1).
T : v

o Etude de la fonction v sur [1;—}— o) { :

v’($>__i_ 1 _i_l—________;l.___
©© r+1 =z 2 (z+1)

donc, pour tout =z € { i+ o0 {,
2'(2) <0 et v est strictement décroissante sur[lH_'OO [

De plus, v(m):}——-"ln(l +—1—] On a lim V() =0 done, pour. touit
T

T Z—=+00

1

m€{1;+oo{, v(z)> 0. On a donc In(l+z)—In@) < =| (2).
: z

D’aprés (1) et 62), pour tout z>1,0n a:

J—Sln(l—{—m)-in(m)gl.
lr+1 a : T

2. On note, pour - tout entier . n=>1l, P la proposition

€ Uy —1<In(l+n) <u, ».

Pour n=1, on a uz:l—k% et u; =1. Comme

DO |

<In(2)<1, la
proposition P (1) est vraie. ‘
Soit n un entier naturel non nul. - Supposons P (n) vraie, c’est-a-
dire 4, ; —1<In(1+n) <u, (3).

En utilisant ’encadrement de la question 1, pour z=n+1 , on obtient

1 - 1
<In(n+2)-1 +1) < — (4).
S - ) < —— @

On ajoute, membre & membre, les encadrements (3) et (4) pour obtenir

1 - 1

Ainsi, U —1<In(n+ 2) <tyyy donc la proposition P(n+41) est
vraie. La proposition P (n) est vraie au rang 1 et elle est héréditaire,

elle est donc vraie pour tout n > 1.

Pour tout n >1, un+1—~1§1n(1+n)§unl. ~

Pourn>1, In(n+1)<u,. Comme lim Inn+1)=+c0, on a

n—-+00



é
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|
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lim w, = +ocoj.
n——+00

3. On utilise Pencadrement de Ia question 1 avec z = n .

I1  vient S<In(I+n)—Inm< 1 , ce qui s’écrit encore
1 n ‘

L < In[l * n} < }— On  multiplie par —1 pour obtenir
n+1 n n :
*—I'S“Iﬂ[1+n}§- 1 .Ainsi,Ogi-ln[l_*—n}S_l__ 1 )

n \n n+1 o n n n n+l
Finalement, pour tout n > I, [0S fm) < 11 )

n n+l

Pour tout entier naturel n > 2, on note Q(n) la proposition :

<oy =FO)FF@ ot F(n—1) »

Pour n=2, ¢ =1 ~—1n(2) et f(l) = 1—111(2) done & =f(1) et la
proposition Q(1) est vraie. ' -

Pour un certain entier naturel supérieur ou egal a deux on suppose que
Q) est vraie. On a ¢, = f(1)+f(2)+ —i—f(n—- 1) donc-
f(1)+f(2)+... +fn)=c, + f(n).

f@) +f(2) +o+f)=u,_; —Inm —}—-T-lb——ln{

1+ n}
n
.ﬂD{ﬂ@+mffm%ﬂL~mm+D

FO+£EQ)+... +fa = Cpi1

La proposition Q(n +1) 'g_est donc vraie. La proposition Q (n) est vraie
au rang 2 et elle est héréditaire done elle est vraie pour toutn >.2..
Pour toutn > 2, [c_n= FO+F@+.+F(n-1).

Pour toutn > 2, Chy1 —C, = f(n) >0 donc la suite (¢c,) est croissante.

Pour toutn > 2, f(n)>0 donc f(1)<f(1)+f(2)+ +f(n—1) c’est-

'a-dlre Ff@)<c, (5).

11

v fn=2)<

bl

1 : 1 1
On a: N<1——, (2)<=-=,
f) < 2 f()_Q 3 n—2 nf—l

1 L e
17 En additionnant membre 4 membre ces 1négalités,
n— n :

1

on obtient ¢, <1-— = (6).
n

D’apras (5) et (6), pour tout n > 2, fQ)<e, §1~—1— .
; - n
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3.a. On déduit de la question précédente que, pour tout n >2,
fH< cn < 1. La suite (cn)neNf~{l} est croissante et majorée par 1, elle

est donc convergente vers un réel ~ vérifiant 1 — In 2)<~vy<1.

XI. Exercice d’aprés les annales du bac

Fxercice 98.
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Solution

Partie A.
L.a. lirr_ll(a: —1)=0 et }fin})Xln(X) =0 donc lim(z —1) In(z—-1)=0.
: T — 1

‘De plus, Iin}2x:2 (la fonction z:i- 9z est continue en 1).

lin} [23: ~(z—1)In (z — 1)} =2 soit |limg(z) = 2
T— T—] )

L.b. La fonction g est dérivable sur }1;+oo{. On pose u(z) = z—-1,

on a alors g(z) = 9z — (@) In(u(z)) don

9@ =9y @ 1n(u (@) —u(z) x o’ (@) xIn' (u(z)).

9" @ =2‘-1>1n(:z:~1)-(a:——1)><1>< 1 .= l-In(z—1).

x_.
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g @=1-In(z—1) -

l.c. Pour tout « e]l;+oo[, on 2 (I=In(z —1) > 0) & (In(z - 1) < 1).
(I-ln(z—-1)>0)« (exp[hl(z-—l)]<exp(1))<:>(m~1<e)
(I-In(z—-1)>0) e @z<e+1).

1.d. D'aprés 1.c, ona (g @) > O) Sl<z<l+e),

(,g/(x) < 0) < (z>1+e) et g'(1+e)=0.

ﬂa fonction g est strictement croissante sur ] 1;1+4e } et strictement
décroissante sur { 1+e;4+ 00 [ .

l.e. Sur l'intervalle [ e+1;e® + 1} , la fonction g est ,con‘tinue et
strictement décroissante, donc elle réalise une bijection de {e +1:e3 —|— 1
sur[g(e +1) g(e—}-l)] » |

9(63 +1) = 2(6 +1)—evln(e3) =2¢"+2-3¢° = 2*—_463’;
gle+)=2(e+)~eln@=2+2—-e=c+2.

Il est clair que e+2> 0 et, comme 2<e, ona 2—e® <0,

Donc 0 appartient 3 [g(é3 +:1) gle -HL)} Sur [eA —}—'1;{:3 -1—1] , l'équation

9(z) =0 admet une unique solution «. On a lg—{-l <a<é —i-—l].'

La fonction g est strictement decrmssante sur [ 1+e;+ oo[ et
g(a)-—O Donc si >0 alors g(sc)<0 et si 1—|—e<m<a alors
gz)>0.

La fonction g est strictement croissante sur ]1;1 + e} et limg(z) =2

z—1

doncsi 1<z <1+e done 2 < g(z) et g@)> 0.

T 1 146 . o 1+¢€ 400
g () + ‘ 4+ 0 — -

Si meJl;a[ alors g(@)>0. Si ze}a;—}—oo{ alors gy <0.
gla)=0.

2.a. lim (332 — 1) =0 (la fonction z +— z2 —1 est continue en 1).
z—1 . :
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lim In(X) = —co "donc limln (2:2 — 1) =—0c0.

X—0 z—1 .

Commie lim= =1 (la fonction z — = et continue en'l) ~
z—l 7 T

lim —1—><1n (-'32 - 1)} = —00 donc !limgo(:c) = wﬂ.
z—1|{ 2 T—1
In( [1 - _15]] s 1n[1~—17]
Pour tout ¢ >1, ¢(z) = T/ _ n 7).
x T T
Ona lim In @) =0 donc lim 2x In @ =
Ttoo T-atoo 7

De nouveau, on utilise e théoréme sur la limite d'une fonction

composée.  lim (1 — LQJ =1 et limIn(X)=1In(1)=0 (car In est
T—400 T X—1
continue en 1) donc lim In {1 — —IT] =
Z—-00 T

Comme lim ~1—=O ,ona lim E—xln(l—-%):@.

T—+00 T T—+00 I x
lim @@ =0,
T— 400

2.b. La fonction ¢ est dérivable sur }1;+ oo{ On pose v(r) = 22 —1.

Ona v'@ =2z et p@)y= Inw@) :
. z
. 2.’E2 . 9
o v/(a:)xln’(v(x))x:z:~—1n(v(:v)) $2_1~1n($ —1)
P ()= 5 = 5
T T
o 22° —(2* —1)in(2* —1)
' z? (:1:2 -1>

2
9(3:2) = 272 —(x2 — l)ln(xQ — 1) donc ¢’/ (1) = ;;g-gl—)

Pour tout z appartenant & J 1;+ o0 { , T2 (:2:2 — 1) >0 donc ¢'(z) est du

signe'de g (a:2> .

-'2.c. Pour tout z>1,o0n a (g< 2)>O) <1<m <a)®(1<x<«/_)

(la fonction racine est strictement croissante sur J 0+ oo{ et ©>0).

Done (¢'(2)>0) & (1< <V@).
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Pour £ >1,ona (g(m2)<0)<:>(:z2 > a) @(\/:E_Q>«/&)®(m>\/5).
Donc (¢’ @) < 0) & (z> Jc_r).. t,o'>(\/5.) =0.
Finalement, ¢ est strictement croissante sur ]1;\/@ et strictement
décroissante sur {\/E i+ oo{.

Partie B.

1. Pour tout z appartenant a ]0;—}- o0 [, on a

e = In((e)" -1] _ ln_<629;_1') .

e’ e

2.a. lime® =¢’ =1 (la fonction exponentielle est continue en 0) et
z—0 )

1i X)=—oc0 d li )=~ t |1 = —00|.
X}ﬁap( ) = —oo donc Il_l’g)(p(é)» co et |lim f(m)=—00

2.b. On utilise le théoréme sur la limite d’une fonction composeée. -

z—400

lim e = +oo et lim @(X)=0 donc lim ¢(e®)=0.
X400 T—+00

lim f@) =

T—+00

2.¢. Pour tout = appartenant a ]0;-}-00 [', la fonction f est dérivable

en z et on a |f ()= €e"¢’ (ez) . La fonction exponentielle est

strictement positive, f'(z) est du signe de o’ (ez) )

Pour tout z>0,o0na ((p’(ex)> 0) e(l<ef < Ja)

& (111(1) <In(e) < ln(\/a)) <0< z < In(V@)).

(la fonction In est strictement croissante sur R7,)

donc (f' (z) > 0) & (0<z< In(~a@)) -

De méme :

(¢'(e") < 0) & (" > Ja) & (In(e”) > 1n (Va)) < (z> In(v/a))

donc. (7 @ < 0) & (2> In(~a@)).

f(In(vVa)) = €203 5 o (eln(‘/a)) = V) o' (V&) =0.

On peut conclure que f est strictement croissante sur }0;1n (JE) ] et

strictement décroissante sur {ln (\/Ei);—%oo{. La fonction  f est

croissante puis décroissante, clle admet donc un maximum €n
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T = ln(ﬁ)-

3 Comme f admet un maximum en In(V&), pour tout réel z

appartenant a }O;—i—oo [, ona f(z)< f(].n(\/a» .

In|(v&)’ -1 n(o —
im0 =] = o) = 2 - Ll(ﬁ 2}

On sait (Partie A. 1.e) que ¢g(a) =0 donc 2a — (@—Din(a—1) =0

2
d'ou In(a—1) = ?’Z—f—l. fln(Va)] = \/15 X 02(_)[1 = ji&l . Pour tout réel
2Na |

- r appartenant a }O;%—oo{,ona f@ < N
O{—.—

4. Tracéde f.

N

2—-.

¥
Partie C.
1. Pour tout ¢ >0, f@ =g(e).
P g e?z 2623: — 623 —1)ln 623: -—1\)
F ot e * — (e —1)In (e -1) . In(e* —1)
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fl@+ fe =

+
® (62:: 1) ‘ &t (622 1)
2e%° 2e*

/

@+ f@ = = .
f f e (62;1: ___1) 629: —1
De plus, pour tout z >0,

e &% eF (62 + 1) —eF (eT- _ 1) 629: + e% — e2z P 9¢%
e —1 e +1 (e’”—l)(e”-{-l) - e —1 ey

N ; - T el‘ '
Finalement, @+ f@= - . La fonction est une
! ! ef—1 e +1 / :

solution particuliére, sur ]D;—%—oo[, de l'équation différentielle

z eI

7
+y= - .
vy e -1 €& +1
2.a. Pour tout réel z'appartenant a }0;—!—00{, on pose % (z)=¢" —1

u' (@) _ v’ ()

et v(z) =¢” +1.On aalors h(z)= )
U () v ()

Sur }O;-i— oo[, les fonctions v et v sont strictement positives, donc on

en déduit une primitive H de h sur 10;—# oo[ :

. - z —
H@z)=In (u@)—In(@w@) = ln['lt(l')] soit |H (z) = ln[ez 1} .
v(z) e” +1

2.b. Pour tout réel = appartenant & ] 0;4+ o0 [ ,ona:
(ff@+ f@=h@)e (f@=h@—f @).
Les primitives de f sur }O;Jroo{ sont les fonctions F définies sur

e” __1J ln(ezz ~—1)

e? +1 e’

+K.

}0;—%00[ par F(z)zH(:c)~—f(:z)+K:1n[

+ K|,

e’ +1 e

o _1} In(e** —1)

F(m):ln(
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